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AVERTISSEMENT 

DU traducteur. 


! 


Cet ouvrage de l’auteur de la Géométrie 
Compas, destiné par lui à l'^usage particulier 
des arpenteurs , peut cependant être lu avec 
fruit par tous ceux qui étudient les Mathé- 
matiques. 

Il contient un assez grand nomhre de pro- 
positions de Géométrie, qne l^ai^nr, ponr 
des raisons qu’il fait connaître dans sa 
face, s’est contenté d’énoncer, et que le tra- 
ducteur , pour les mêmes motifs , a aussi 
laissées sans démonstration. 

La recherche de ces démonstrations sera 
pour les élèves un exercice utile et agréable. 

Les trois premiers livres ne renferment 
aucune proposition qui ne puisse être faci- 
lement démontrée par ceux qui posséderont 
bien les élémens d’ Algèbre et de Géométrie. 

Pour le quatrième , ils pourront s’aider de 
la Polygonométrie de M. Lbuillier, et de l’ou- 
vrage qu’a publié M. Carnot sous le titre de 
Géométrie de position. 


Digiiized by Google 



6 AVERTISSEMENT. 

Enfin, le cinquième livre, après quelques 
propositions simples, pour lesquelles ils pour- 
ront consulter les Élémens de Géométrie de 
Legendre et les notes dont il les a fait suivre, 
en renferme quelques autres plus difficiles, 
dont les démonstrations pourraient être lon- 
gues et pénibles ,< si l’on s’en tenait aux prin- 
cipes de la Géométrie ordinaire, mais se trou- 
veront facilement au moyen des formules que 
fournit le calcul intégral pour la cubature des 
solides. 


) 
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PRÉFACE DE L’ AUTEUR. 

r 

— iil iïl iO f l» " ■ 

Beaucoup de problèmes renfermés dans -ce 
recueil sont très connus, et je me serais dis- 
pensé de les y réunir, si les solutions que j’en 
donne étaient aussi répandues, et si elles ne 
présentaient souvent des applications Faciles 
et commodes dans la pratique. Il m’a semblé 
ensuite qu’il ne serait pas inutile de faire sui- 
vre chaque problème de toutes les solutions 
que j’en possédais, afin que l’arpenteur pût 
avoir, dans un petit volume , plusieurs ma- 
nières différentes d’obtenir le même résultat; 
mais j’ai cru superflu d’y joindre les démons- 
trations, qui souvent se présentent d’elles- 
mêmes, et qui, dans les autres cas, fourni- 
ront un exercice utile à ceux qui voudront 
s’en occuper. 

J’avais publié, en 1787, parmi les additions 
au cours de mathématiques de M. Bossut,. un 
petit mémoire intitulé ; Méthode pour ' la 
•nesure des polygones plans. Deux ans après. 
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8 • PIÉFACI DB r/AUIEÇa. 

M. Lhuillier publia à Genève sa Polygonomé- 
trie. Je reconnus ea la Ikaat, non-seulement 
que mon ouvrage renfermait tous ses pro- 
blèmes;^, maê que mes solutioDs analytiques 
m’avaient conduit aux mêmes formuks, et 
que nous avions suivi pas à pas la même car*- 
rièro. Un accord ausai parËiit avec oe célèbre 
géomètre £ist potAr moi d^uou grand prix et 
U preuve la plus complàtd que mon. travail 
pouvait être de quelque utilité. Je dosme kà 
la» mêmes problème», accompagnés des lor- 
nsules qui servent à les résoudre, et dea règles 
géaéralesi que je publiai alors. Au r^le, Vou- 
vrage de -M. Lbuillier ne fait pas seulem^ 
hcmnettr à son: érudition; il Ta enricltt> de 
déamDstration» géométriques qui lui appar- 
tiennent, et de beaucoup: d’exemples d’on 
bon choix qui éedaircissent se» méthodes. 

Cet ouvrage contient deux additions au 
méoantse cité plus haut : ht prcsataère; est une 
appUeatiqn. des règlestdc la Polygonomêtrie, 
à la \ mesura des! cdtés efi des asiles dtü& aet- 
.t^na systèmes de Mg«es dP€Ûtés,v disposées de 
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PRÉFiCE DE L’AÜTEÜR. 9 

manière à se couper successivement sous des 
angles quelconques , 'la dernière se terminant 
à rorigine de la première sans néanmoins 
former de polygone : je crois que cette appli- 
cation' trouvera sa place dans le calcul des 
triangles que l’on forme pour lever des plans 
ou pour tracer des méridiennes. 

La seconde addition est un essai de Po- 
lygonométrie solide , imitée de la Polygono- 
métrie plane. J’en avais jeté les premières 
idées dans la solution des problèmes VII 
et VIII du livre V, sur la solidité de la py- 
ramide, quand je vis les mêmes résultats 
dans un mémoire de l’immortel Euler , im- 
primé en 1768, dans le tome IV des Nouveaux 
Commentai res de Pétersbourg; en cherchant à 
conserver ce qui m’appartient dans cette ma- 
tière, je rends justice avec plaisir aux travaux 
de cet illustre auteur. 

On trouvera encore ici la solution géné- 
rale du problème relatif à la solidité d’un 
polyèdre, qui a pour bases deux polygones 


Digitized by Google 



lO 


PRÉFACE DE L’AUTEUR, 
parallèles, et dont les autres faces sont des 

I 

quadrilatères disposés d’une manière quel- 
conque autour des côtés de ces bases : ce pro- 
bj^e est nouveau, je crois, et c’est une 
/ rb^reuâe addition à la théorie trop incomplète 
, ^Qs' solides. 


/■ 
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PROBLEMES 


GÉOMÉTRIE PRATIQUE 


POUR 


IÆ8 ABPENTEVRS. 




LIVRE PREMIER. 

DE LA MESURE DES LIGNES. 



PROBLÈME PREMIER. 

Mesurer une distance AB qui n’est accessible 
que par ses extrémités A et B. 

SOLUTIONS. 

1 . Ayant pris un point C, d’où l’on puisse aller™- '• 
en A et B, c’est-à-dire mesurer les droites CA 

et CB, on portera sur les prolongemens de ces 
distances des parties CD et CE, qui leur soient 
respectivement égales, et l’on aura DE=AB. 

2. On prendra , comme tout à l’heure, un point C, 
et ayant porté sur le prolongement de AC, CE=BC, 
et sur le prolongement de BC, CDs=AC, on 
aura D£ = AB. 


Digiiized by Google 



ne. 3. 


no. 4- 


Il PROBLÈMES 

5. Si d’un point V on pouvait aller en A et B, 
et si, en prenant VC = VA, on pouvait aller aussi 
de C en A, on aurait 

AB=y/(Âc‘^+Bc'). 

4. Si du point V on peut aller en A et B , et si , 
en prenant sur VA et VB, des parties VD et VE, 
on peut aller de A en £, on aura 


Jr — ’ — ’ AV.BV — > . — .-I 

AB = ^[aV + BV - (DV + EV - DE) J. 

5. Si dans le triangle AVB, on peut mesurer 
deux angles et le côté AV, on aura 


AB = AV 


aînV 
sio B' 


Si l’on peut y mesurer deux angles et le côté BV, 
on aura < 


AB = BV 


9În V 
sin A' 


6. Si l’on peut mesurer l’angle V et les deux 
côtés AV et BV, on aura 

AB = v'CÂV *+ BV' — a AV . BV . cos AVB). 

On peut encore trouver AB de cette manière : 
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POUR LES ARPENTEURS. 
Au moyen de l’équalioti 



BV — AV 
BV + AV 


tang 


A+ B 
Z ’ 


i3 


A B 

on cherchera à connaître tang — - — et par con- 
séquent — cette demi- différence des angles 

A -4- B 

VAB, VBA, ajoutée à leur demi-somme — - — 

donnera le plus grand angle A opposé au côté BV 
que Ton suppose ici plus grand que AV ; et sous- 
traite de la même demi-somme , elle donnera le 
plus petit angle. Alors on aura AB comme par la 
solution 5. 

7. On pourra faire en sorte que l’angle V soit *• 
droit, et mesurer AV et BV ; on aura 


AB= t/(AVVflVj. 


8. Si pouvant faire droit l’angle V, on pouvait 
de plus mesurer un deS angles A et B, et un des 
côtés AV, BV, on aurait 


AB = AVs^cVAB = 


AV 

cos VAB’ 


ou bien 


AB =: BV sec VBA = 


BV 

cos VBA* 
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FIG. 


FIG. 


FIG. 


i4 V PROBLÈMES 

9. Si l’on peut faire droit l’angle A et mesurer 
les distances AV et BV, on aura 

AB = v/(BV’— ÂV) = v/(BV + AV) (BV — AV). 

On s’y prend de la même manière quand on 
peut Élire un angle droit en B. 

10. Si l’on peut feire un angle droit en A et 
mesurer un des deux autres angles V et B , et un 
des deux côtés AV, BV, on aura 

AB= AV tang AVB ou AB =BV sin AVB. 

11. Si l’on peut Élire un angle droit en A et un 
angle demi-droit en V, on aura 

BV 

AB = AV ou AB = — — . 

V/a 

12. Si l’on peut faire des angles demi-droits en 
A et B, et un angle droit en V, on aura 

AB = AVv/3 = BVv/3. 

15. Si l’on peut faire droits trois des angles A, 
B, C et V, on aura AB=CV. 

14. Si l’on peut faire demi-droit l’angle V, et me- 
surer les distances AV et BV, on aura 

AB = v/(ÂV + P’— AV. BV. |/a). 
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POUR LES ARPENTEURS. i5 

15. Ayant pris le point V, de manière que l’an- 
gle BV A soit droit, si l’on porte sur le prolonge- 
ment d’un des côtés AV, BV du triangle rectangle 
AVB, par exemple sur le prolongement de AV, 
une partie é^le à ce coté, on aura AB=NB. 

PROBLÈME II. 

Mesurer la droite CZ dont on ne peut appro- 
cher qu'au point C. 

SOLUTIONS. 

i 

1. Ayant pris un point A qui soit en ligne droite 
avec les points C et Z, et un point B hors de cette 
droite , on tirera BC et B A; ayant ensuite divisé AB 
en deux parties égales en M, et^marqué le point P 
où la droite BC est coupée par MZ , on aura 



AC. CP 
BP — CP’ 


i 

2. On prendra le point P sur le milieu de BC, 
et cherchant sur AB un point M dans la direction 
de PZ, on aura > 


„„ MB. AC 
, ~ MA — MB’ 

5. Si le point M ne pouvait être pris sur le mi- 
lieu de AB, ni le point P sur le milieu de BC , on 


m. 5. 


VtG. 8. 
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aurait toujours 


_ MB. AC. CP 

MA. BC— AB. CP' 

4. Voyez les solutions 5, 8, 10, 11 , 12 et IS du 
problème I, qui ne supposent la ligne AB acces- 
sible que par une de ses extrémités. 


"0. g. 5^ 5 j pg pouvait ni prolonger la droite CZ ni 
mesurer l’angle C, on diviserait une droite CB en 
deux parties égales, de manière que l’on pût me- 
surer les angles CAZ, CBZ, et on aurait 


CZ 


=*\/( 


I -1. 

sin* AZB 


sin ABZ _ , \ 

" 2 AB). 


6. Si le point A n’éfait pas le milieu de CB, on 
aurait 


CZ=^^AC*+ ab’ 


sin* ABZ . sin ABZ 

aAC.AB. — : — cosZâB 


sin’* AZB ' iânAZB 

7. Ayant trouvé AZ au moyen de l’équation 

AZ = AB ' 

sin AZB 

et les angles C et Z au moyen de l’équation 


> 


lang 


AZ— AC C-f-Z 

tang— — , 


AZ + AC 

{V'oyez la solution 6 du problème I), on aura 
CZ 


„ sîaCAZ „ siHCAZ 
AO — . „„ = AZ 


sin 


AZC 


sin ACZ' 
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*7 

8. Les points A et B étant en ligne droite, si 
Tangle ZAC est la moitié, et l’angle ABZ le quart 
d’un angle droit , on aura 

CZ = t/(Ic’+ Âb’ — AC.AB.v/J). 


9. En faisant l’angle ZAB=ZAC et AB= AC, no. lo. 
on aura 


CZ = BZ = AB 


sin ZAB 
sin AZB' 


Application à la mesure des hauteurs. 

t 

Si l’on voulait mesurer la hauteur d’une tour AB " 
élevée perpendiculairement à BV, on aurait 

AB=BVtangV, ou simplemeut AB=BV, 

si l’angle V était la moitié d’un droit. 

Si l’on voulait mesurer la longueur d’un mur en FIG. 19. 
talus AB, on aurait comme dans la solution 5 du 
problème I, 

AB = BV 

smA 

Si l’on ne pouvait pas mesurer l’angle ZCA fm. i 3. 
que le mur en talus ZC fait avec CA que l’on 
peut mesurer, on obtiendrait ZÇ par le moyen 
des formules des solutions 5, 6, 7 et 8 du pro- 
blème II. 

2 
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PROBLÈME III. 

Mesurer la ligne XZ entièrement inaccessible. 

SOLUTIONS. 

1. Ayant pris «n point C accessible, le point A 
dans la direction de CZ , le point B dans la direc- 
»'« '4- tion de CX , et le point M au milieu de AB , on dé- 
terminera le point P où MZ coupe CB , le point Q 
où BIX coupe CA, et en portant de C vers A sur 

CA La ligne Cz sss B?-— "CP ’ 

et sur CB la ligne Cx = , 

on aura xz égale et parallèle à XZ. 

% 3i le point M ne pouvait pas ae prendre sur 
la moitié de AB , il fendrait feire 

^ MB.AC.CP 

^ ~ MA. BC — AB. CP’ 

^ MA.BC.CQ 

^ “ MB. AC — AB. CQ’ 

et xt serait encore égale et parallèle à XZ. 

3. Si des obstacles empêchaient de prendre 
sur le teirain les lignes Cz et Cx , on aurait en 
général 
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POUR LES ARPENTEURS. 19 

XZ = v/Qcz-.Gx)‘+^^(AB +BC— AC)(AB+AC-BC) 2 . 

et XZ s’obtiendrait ainsi par la racine de valeurs 
toutes connues, car le n“ 2 fournit le moyen de 
connaître <Zx et Cz. 

Dans le cas de CA = CB, on aura 


XZ = 




Gr)‘ 


AC 




4. Si l’on feit droit l’angle ACB, et si l’on prend 
AC = CB, on aura 


XZ =5 t/(Cz* Cjc*), 


5. Si l’on trouvait commode de prendre les ne. tS. 
points B et A sur une droite BA, telle que l’espace 
compris entre BA et XZfût inaccessible, on fixerait 

un pointe en dehors, à la rencontre des lignes XB 
et ZA, et prenant le point M au milieu de BA, 
marquant le point P où. MZ coupe CB et le point Q 
où XM coupe AC, portant sur fo proluugeoient 
de ZC la ligne C 2 = , et sur le prerfonge - 

ment de XC la ligne Cx = on aurait xz 

égale et parallèle à XZi. 

6. Si le point M n’était pas au milieu . de AB, 
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il faudrait prendre 


c* z= 


Cx 


MB. AC. CP 
AB.CP — MA.BC’ 

Mil.BC.CQ 
AB.CQ— MB.AC’ 


7. Si l’on ne pouvait mesurer sur le terrain 
ni Cz ni Csc, on trouverait XZ au moyen de l’é- 
quation 

XZ= (AB+AC-BC)^. 

qui, dans le cas de CA =BC, donnerait 


XZ 



(Cl ~ Cx)* + 


AC 


8 . En faisant droit l’angle ACB, et prenant 
ACcsCB, on aura 

XZ =: cjc). 


I6. 9. Si l’on feit l’angle ZAB égal à l’angle XAZj 

• et si l’on se retire sur AB jusqu’à ce qu’on ait 

trouvé un point B, tel que l’angle 

ABX = 90 " — ZAB = BXA , on aura 


XZ = BZ ~ AB 


sin ZAB 
sinAZB* 


IJ. la Ayant fait droit l’angle XAB, et s’étant 


Digitized by Google 



POUR LES ARPEKTEURS. ai 

retire sur AB jusqu’en un point B tel que l’angle 
ABZ soit droit, on déterminera le point D où XA 
est rencontrée par la perpendiculaire BD au point 
B de la ligne BX, et le point C où ZB est ren- 
contrée par la perpendiculaire au point A de AZ; 
on aura ensuite 

OU, pour pouvoir appliquer plus commodément les 
logarithmes, 

il. Ayant feit droit l’angle XAB , et ayant trouvé ric. i8. 
sur la ligne AB le point B où l’on a encore un 
angle droit ABZ, on déterminera sur la même 
droite AB les points D et C tels que les angles 
BDZ et AGX soient demi-droits, et l’on aura 

XZ = »/[ÂB’-|- (BD — AC)*], 

formule qui se prêtera plus &cilement au calcul 
logarithmique en l’écrivant ainsi : 



(BD — AC)» 

7b’ 



12 . Si trois points A, B, C, sont trouvés .de ma- «0.19 


Digitized by Google 



ai «lOBLÈMES 

oiàfê que l'on puisse fiiire droits les angles XAZ , 

XBZ, XC2, on aura, en représentant par P la 

» > BG *t“ GA 

demi -somme — ^ 


XZ = 


AB.BC.GA 

a|/P (P — AB) (P — BC) (P — CA) ’ 


OU bien ayant trouvé sur AC un point P, tel que 
l’angle APB soit droit, on aura 


XZ = 


BA.BC 
"BP ’ 


FIG. ao. 15. Si les trois points A, B, C, sont tels que 
les angles XAZ, XBZ, XCZ, soient demi-droits , 


on aura 


XZ = 


AB.BC.GA 


— 2 v^a \/[P (P— AB) (P— BC) (P — CA)] ’ 
en Êûsant comme plus haut 


AB -f BG GA 


= P; 


et lorsqu’on pourra faire droit l'angle APB, cette 
foinaule se réduira à 


XZ = 


BA.BC 

BP.v/a* 


14. Ayant mesuré la base AB et les angles que 
font avec cette base et avec la ligne XZ les droites 
AZ et BX, on aura • 
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i3 


OU 


AX =; AB 


sin A6X 
■îdAXB’ 


BXa=AB 


sinBAX 

ginBXA’ 


AZ = AB 


sin ABZ 
sin AZB ’ 


BX = AB 


sinBAZ 
sinBZA ’ 


et en joignant aux deux premières valeurs celle 
de l’angle XAZ, ou aux deux dernières celle.de 
l’angle XBZ, on aura XZ par la solution 6 du pro- 
blème 1. 

15. En conservant les conditions du n“ précé- 
dent, on aura encore la valeur de XZ par l’une 
ou l’autre des deux équations 


V-» il» //sin’ABX sin* ABZ sinABXsinABZ 

V ViiSîm+slSîAM ~®;î5âxb5Sâzb 

vfi iD //«n’BAX sin*BAZ sinBAXsiuBAZ vn>»N 

V/ ViîSiBXÂ 


16. Si l’on fait droit l’angle XAB, et si, après ne. is. 
avoir trouvé le point B, où l’angle ABZ est aussi 
droit, on observe les angles ZAB et "ABZ, on 
aura 


XZ AB |/ [i 4- (tangZ AB — tang XBA)*] ; 

ou bien , si l’on appelle A l’angle qui dans les ta- 
bles a pour tangente la différence des tangentes 
des angles ZAB et XBA, on aura XZ = AB séc A. 
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34 PROBLÈMES 

17. Ayant planté un jalon en C, de manière 
que l’angle XCZ soit obtus, et ayant déterminé 
sur ZC et XC deux points A et B tels que les 
angles XAZ et XBZ soient droits , on aura 

2.A.B.BC.GA 

•A" — ^ —a * 

AB — BG — CA 

18. Ayant trouvé les deux points A et B comme 
dans le n° précédent, et Q étant le point où se 
rencontrent les deux lignes XA et ZB, on aura 

2.AB.BQ.QA 

AA = =7-* 

AQ 4. BQ -- AB 

19. Si l’on prend le point C de manière que 
les rayons visuels dirigés de ce point aux extré- 
mités X et Z de la distance proposée forment 
entre eux un angle droit XCZ, et qu’on pro- 
longe ZC et XC en A et B jusqu’à ce que les 
angles CAX, CBZ, soient demi -droits, on aura 
précisément 


XZ = AB. 

20. Ayant feit droits les angles XAB, ZAC, 
et demi-droits les angles XBA, ZCA, on aura 
encore 

XZ = BC. 
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Application à la mesure des hauteurs. 

Si l’on se propose de déterminer la hauteur »>«• 
inaccessible AB, en supposant que l’on peut me- 
surer la partie DC de l’horizontale DB et les an- 
gles ADB et ACB, on aura 


AB = DC 


sin ADG 
sin DAC 


sin ACB. 


Si DC ne se mesurant pas sur l’horizontale CB, 
faisait un angle quelconque avec l’horizon , et si 
en même temps le plan du triangle ADC n’était 
pas le même que le plan du triangle vertical ACB, 
on déterminerait encore AB par la formule 

AB = DC sin ACB. 

sm DAC 


Si à la hauteur AB de la tour on voulait ajouter 
la quantité B£ dont le point £ est élevé au-dessus 
de l’horizontale CB, connaissant l’angle BC£, et 
par suite les angles CEB et ACE, on aurait 


AE = DG 


sin ADC. sin ACE 
sin DAC. sin CE A 


et cette formule serait encore vraie si le triangle 
ADC n’était pas vertical et si la ligne DE n’était 
pas horizontale. 
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FIG. a6. S’il s’agit de mesurer la hauteur AB d’uu mur 
en talus, connaissant l’angle ABE de son incli- 
naison sur l’horizontale BE et l’angle BCF du ni- 
veau CB avec l’horizontale CF, et par conséquent 
le complément CBF de cet angle , on aura 

CBA — 270" — CBF — abe, 
et 

P sin ADC.sm ACB 

sin DAC. sia CB A* 

/ 

CAS PARTICULIERS. 

PREMIER CAS. 

FIG. a5, On peut, du sommet d’une tour AB, mesurer 
l’horizontale inaccessible DC, si l’on connaît la 
hauteur AB de cette tour, et si l’on peut mesurer 
les angles CAB , DAB , DAC ; on a en effet 
alors 

DG=ABt/(séc'CAB-f«éc*OAB— a8éc.CABséc.I}ABcosDAC}. 

FIG. a<. Si le plan du triangle DAC était vertical, c’est- 
à-dire si la ligne DC était le prolongement de BC , 
on aurait * ' 

DC = AB ( tang DAB — tang CAB ). 
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a? 


DEOXIÈHE CAS. 


Supposons que Ton veuille déterminer , par *?• 
rapport à trois points connus, la position d’un 
quatrième point d’où l’on peut voir les trois pre- 
miers , sans que d’aucun des premiers on puisse 
découvrir le quatrième; ces trois points étant, 
par exemple , les sommets de trois clochers que 
l’on aperçoit du lieu qu’il s’agit de déterminer, 
mais sur lesquels on ne peut pas monter pour le 

découvrir. ' 

Soient Â, B, C, les trois points connus de po- 
sition, et D le point inconnu duquel on peut ob- 
server les angles m et rt; un demande les distances 
BD, AD et CD. 


On aura d’abord ^ ; 

, • •> ■ rj M-J 

^ AB sin (m -f- n) ^ ^ . 

COt * se 5—* ^-75— ^ — COt (B n), i.-.., ' 

BC 8in m sin (B — rt) 

• .. 'U., i U. ;* ' I 

ou , afin de pouvoir appliquer plus commodément 

» , .... 

le calcul logarithmique,' ' 


cotÆ s: cot(B — n) 


- '-i- f..'. I'. 

. .C'J c..' 

•inC8in(m4- li) ‘ 


sin BAG sinmcos 


(B-n) ,‘J‘ 


Ayant trouvé de cette manière le segment x de 
l’angle BAC, on connaîtra par conséquent l’autre 
segment CAD, et l’on aura 
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a8 


ba4î^. ' 

SID m 

(b A 

sin (m X) 

sin m 

(CA 

sin (n -f J") 

ainn 


DC = CA 

sia n 

Si B était plus petit que n , cot (B — n) devien- 
drait négative. 

Si le point D était dans l’intérieur du triangle 
ABC, on aurait m-hn plus grand que 180% et 
8in(m + 7 z) serait négatif. 

Dans le cas où l’on aurait B = n, le problème 
serait indéterminé , puisque alors un cercle devrait 
passer par les quatre points A, B, C, D, et l’on 
ne pourrait conclure la position du quatrième 
point D, qu’autant qu’il serait sur la circonférence 
du cercle qui passerait par les trois premiers. 

Si l’on ne voulait pas connaître les distances AD, 
BD, CD, mais seulement la situation que doit avoir 
le point D sur une carte, il serait plus expéditif 
d’employer la construction suivante : 

On ferait passer par les points A et B un cercle 
de rayon et par les points A et C un autre 
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»9 

cercle de rayon - - : ces deux cercles se ren- 

contreraient en deux points, savoir au point A 
et au point cherché D. 

COROLLAJBB. 

Si B sa O, ce qui arrive lorsque les trois points ne. is. 
B, A et C sont en ligne droite, on considérera 
le point A comme l’intersection a des droites AD 
et BC, et xasBaD sera alors donné par la for- 
mule 


cot a; = cot ti|^i — ' 


AB sin (m w)~^ AC.cot n — AB.cot m 


BC sin m cos 




fiC 


Ayant par là trouvé l’angle ac, on connaîtra 
ensuite les autres angles B, C et DAC , et les dis- 
tances AD, BD, CD, par les équations 


B = i8o* — X — m, 

DAC = 180“ •— a:, 

C = * — «, 

ad =s AB = AC 

sin m sin n 


BD 

CD 


wx sin X 

ab 4 -^ = BC 

sin m 


sin C 


AC“î£*£ = BC 
sin R 


8 in(m 4 - n)' 
sin B 


sin (ri •4' ’ 
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enfin, on aura la perpendiculaire DP abaissée du 
point D sur BC, par la formule 

DP = AD sinjc. 

PROBLÈME IV. 


^ Trouver la distance VP du point Y à la ligne 
AB, qui n*a d^ accessible que ses extrémités 
A et B. 

SOUITIQUa. 

On trouvwa la distance demandée par Pune ou 
l’autre des deux formules 

VP - 

(iv* -f BV ~ aAVBV cos AVB) ’ 

VP = AVsinA = BVsinB. 

PROBLÈME V. 

»Ki. 3o. Trouver la distance kV du point A la ligne 

inaccessible XZ. 


SOLUTION. 


Ayant mesuré une base AB et les angles que 
font avec cette base et avec la ligne proposée les 
rayons visuels AX et AZ, BX et BZ, on aura 


AP= 




ain»4X B 

in^ABX 


AB sin XAZ 

Mn'AZB _ «inAXBsinAZB ^7TZ\' 
sm’ÀBZ siiAtesinÂBZ*^®* 
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PROBLÈME VI. 

Exprimer au moyen des côtés seulement la fic . si . 
distance des parallèles AB et CD dans le 
trapèze ABCD. 

SOLUTION. 

Soient AB=a, BCsad, CD=c, DA = rf, on 
aura pour la distance cherchée l’expression 

y/[a(<f* 4- (a — c)* — (a — ç)4 ^ (<f« ^ A*)»] 

2(a — c) 

PROBLÈME VII. 

JÉlant donnés les trois angles A, B, C, d'unm t. 
triante et son aire 8, trouver un côté , AB 
par exemple. 

90LÜTI0H. 

On aura 

AB 




Digitized by Google 



3a 


PROBLÈMES 


PROBLÈME VIII. 

Trouver la distance AB qui n’a d’accessibles 
que les seuls points A ei B, desquels on peut 
voir les extrémités X et Z d’une droite en- 
tièrement inaccessible y mais connue de lon- 
gueur. 

SOLUTIONS. 


1. On aura la distance AB par l’une ou l’autre 
de ces formules: 


A£= 


xz 


//8in‘ 
V ^in* 


AB= 


sm*ABX , sin'ABZ siu ABXsinABZ -v tr,\ 
8in* AZB“* 8in a 5CB un AZÉ 
XZ 


v/Gë 


8in* BAX ^ 8iii* BAZ 


BXA 8m*BZA sinBXAsinBZA 


8inBAX8inRAZ 
2 "C — C 08 XBZ j. 


2. On donnera une valeur quelconque à AB, 
et supposant inconnue la distance XZ , on la dé- 
terminera par la solution 14 du problème III; il 
en résultera une fausse valeur pour cette ligne, 
puis on fera cette proportion : 

La valeur trouvée pour XZ est à la valeur don- 

I 

née à AB, comme la valeur connue de XZ est à 
la valeur inconnue de AB. 

D’où l’on déduira AB par les opérations ordi- 
naires de l’arithmétique. 
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PROBLÈME IX. 

Étant donnés deux côtés sl et h d^un triangle 
et son aire m, trouver le troisième côté c. 

SOLUTION. 

On aura 

c = 4/ (a’ + i* ± 2 a'b* — 4'”’) ■ 


3 
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LIVRE SECOND. 


DE LA DIRECTION DES LI6NES BT DE LA HESiniB DES 
ANGLES. 

PROBLÈME I. 

Prolonger la droite AB en C e< D, malgré 
Vinégalité du terrain occasionnée par Vohs- 
tacle X. 

SOLUTIONS. 


ne. 3a. 1. On tirera une ligne indéfinie AP sous l’angle 

aigu BAP, et par le point B on mènera BM qui 
fasse avec elle un angle BMA , que pour plus de 
commodité on pourra prendre droit; en faisant 
ensuite aux points N et P les angles ANC , APD 
égaux à AMB, et prenant 


CN = AN 


BM 

AM’ 




les points C et D seront sur le prolongement de la 
droite AB. 

2. Si l’on feit demi-droit l’angle BAM, et droits 
les angles en N et P, il suffira de prendre 

CN=AN,PD = AP. 
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3. Ayant mené à une distance quelconque de 33. ' 
AB la ligne LP, et &it des angles égaulc aux points 

L, M, N et P, on aura 

LN.BM — AL.MN 
LM ’ 

_ LP.BM — AL.MP 
^ “ LM 

4. En prenant LM = MN = NP, on aura 

CN = aBM — AL, 

H) = 3BM — sAL. 

5. En faisant droits les angles M , N et P, on aura 
par la construction du n" 5, 

CIî = MN (tang BLM — tang AML) + LM tang BLM , 

DP = MP (tang BLM — tang AML) -f- LM tang BLM, 

et ces distances détermineront les points C et D. 

Autrement, ayant déterminé le point D au 
moyen de la seconde formule, on fera l’angle PDC 
égal à celui qui dans les tables a pour tangente 
trigonométrique la différence des tangentes des 
angles BLM et AML. . ' 

6. Ayant pris un point V, duquel on puisse f.c. 34 . 
mesurer les lignes AV, BV, CV, DV et les angles 
qu’elles forment entre elles, il faudra faire 

3 .. 
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_ VA.VB. sinAVB 
~ VAsinAVC— VBsinBVC’ 

yr. _ VA.VB. sinAVB. 

~ VA sin AVD — VB sin BVD ’ 

OU bien ayant trouvé le point C , au moyen de la 
première formule, on fera l’angle 

VCD == VAB 4- AVC. 

7. Si l’on ne peut mesurer que les distances 
VC et VD , on prendra une base VX que l’on 
puisse aussi mesurer, et telle que du point X 
on puisse voir les points A et B, et l’on fera 
ensuite 

VZ. sin AZV sin BZV sin AVB 

sin AZV sin VBZ sin AVC — sin BZV sin VAZ sin BVC * 

VZ. sin AZV sin BZV sin AVB 
sin AZV sin VBZ sin AVD — sin BZV sinVAZ sin BVD* 


Autrement , ayant trouvé le point C par la pre- 
mière de ces deux formules, et l’angle VAB par 
l’équation 


sinVAB 


=v/(‘ 


sin AVB 

sin*VZAsin*VBZ sinVZAsinVBZ 


sin*VAZsin*VZB ^^VAZsinVZB 


cosAVB 


■> 


on fera l’angle 

VCD = VAB 4- AVC. 
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8. Si l’on peut mesurer l’angle BAV et la dis- 
tance AV, on fera 


vc = AV 


sinVAB 

sin(VAB + AVC)’ 


VD = AV 


sinVAB 

sin (VAB + AVD) ’ 


OU bien , ayant trouvé le point C, au moyen de la 
première formule, on fera l’angle 

VCD = VAB 4- AVC. 

9. Si les angles VAB et AVC étaient demWroits , rw. 35. 
on aurait 

cv = 

10 . Ayant fait demi-droit l’angle BAV et droite. 36. 
l’angle AVC, on prendra CV = VA, et l’angle VCD 
sera égal à trois demi-droits. 

11 . Si l’on peut mesurer la ligne AB et les no. 34. 
angles ABV, BAV, sans qu’on puisse mesurer AV 

et BV, on fera 


CV = AB 


sin ABV sin VAB 
sin AVBsin (VAB + AVC)’ 
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PROBLÈME II. 

Par un point donné mener une parallèle à 
la ligne inaccessible xi, en supposant acces- 
sibles les points % et z. 

SOLDTIOKS. 


Fio. 37 . 1. On mènera Dx et par le milieu V de cette 

distance, on tirera zVE; prenant ensuite VE=Vz, 
la ligne DE menée paf les points D et E sera la pa- 
rallèle demandée. 

Si le point Y n’était pas le milieu de Dx, il Ëiu* 
drait faire VE = 


ric. 38 . Autrement: sur zD on prendrait un point quel- 
conque V et ayant tiré Vx, on porterait sur cette 
ligne et à partir du point V la distance. .... 


VE 


orV.VD 


Autrement encore : de l’autre côté de la ligne zx 
on choisira un point W et l’on mènera par ce point 
la droite WD et la droite We qui rencontrera 
en y la droite zx-, en prenant ensuite., 

We = la ligne DE sera la parallèle de- 

mandée. 

no. 3 a. 2. Ayant déterminé le point V de la ligne xz où 
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l’angle zYD est droit , on naènera DE de manière 
que l'angle YDE soit droit aussi. 

5 . Plus généralement , ayant mené par le point «c. 40. 
D la ligne Vx qui fasse avec xz un angle quelcon- 
que, on tirera DE de manière que l’angle YDE 
soit égal à Vxz. 

4 . Si l’on peut mesurer les distances DX, DZ ««. 4?- 
et l’angle XDZ, et qu’en même temps l’inégalité 
do terrain ne permette de déterminer aucun point 
sur la ligne XZ; l’un , au moins , des angles X et Z, 
l’angle XZD, par exemple, opposé au plus petit 
côté sera aigu, et on le détermiiœra par l’équation 


sin XZD 


DX sin XDZ 


V^tUX 4- DZ — aDX.DZcosXDZ) 


si ensuite on mène par le point D une ligne DE 
qui fasse avec ZD l’angle 


ZDE = XZD, 


ce sera la parallèle demandée. 
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FIG. 


FIG. 


PROBLÈME III. 

A une ligne XZ tout inaccessible , mener une 
parallèle par un point donné , par exemple 
par le point A (fig. 4i et 4a) , et par le point D 
(fig. 43, 44 et 45). 

SOLUTIOHS. 

4i. Ayant pris un point C sur la ligne AZ et 
un point B sur la ligne CX, on dirigera du mi- 
lieu M de la distance AB aux points X et Z des 
rayons visuels qui rencontreront' aux points P 
et Q, les lignes AZ et BX 5 portant ensuite sur CB 

_ BC.CQ(BP — CP) 

CP(AQ— "ÎOT’ 

A£ sera la parallèle demandée. 

2. Si Ton ne peut pas prendre le point M au 
milieu de AB, il faudra ^ire 

MA.BC.CQ (MA.BC— AB.CP) 

~ MB.CP(MB.AC — AB.CQ) ' 

4a. 3. Ayant fait l’angle ZAV égal à l’angle ZAX 

et se retirant sur la ligne AV jusqu’à ce que 
l’angle AVX soit égal à 90® — ZAV , on fera 
l’angle 
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ZAE = 180“ — ZAV — ZVA, 

et AE sera la parallèle demandée. , 

4 . Ayant pris sur la ligne XV, qui rencontre AZ 
en C, un point V tel que l’angle XVZ soit égal à 

AC 

l’angle XAZ, et sur CV une partie CD = ^, AD 
sera la ligne cherchée. 

5 . Ayant pris sur DX un point A d’où l’on 43 - 
puisse voir les points Z et X , et quelque autre part 

un point B, d’où l’on puisse voir les mêmes points, 
on déterminera le point C où les deux lignes ZE 
et DX peuvent se rencontrer, et si le point C est 
entre les points D et X, il suffira pour avoir le 
point E de la parallèle demandée , de prendre sur 

TA 

CB, CE =CD gg; s’il est entre les points C et X, m. 44. 
il faudra prendre sur CZ, CE = CD.^. 

6. Ayant pris sur DZ un point A , d’où l’on 45. 
puisse apercevoir Z et X, et quelque autre part un 
point semblable B , si l’on détermine le point C, où 

se rencontrent les droites ZA et XB , et que l’on 
CA 

prenne CE = CD DE serala parallèle cherchée. 

7 . Si les angles ZAX , ZBX étaient demi-droits 

, 44, 45. 

ou quelconques, mais égaux entre eux, la solu- 
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tion serait encore la même que dans les deux cas 

précédents. 

ne. 46 . 8. Si des extrémités D et C d’une base mesu- 

rable DC, on observe les an^es en X et Z, et 
si l’on cherche dans les tables l’angle qui a pour 
sinus 

sin XDZ 

77 , sin* OCX sin’ DZe sin OQX sin DZC vmN 

V V sin* DXC sin* DCZ ” * sin DXC sin DCZ ^ 7’ 

ce sera l’angle DXZ, qui sera aigu ou obtus , sui- 
vant que la quantité 

sin DCX sinDCZ 

sera positive ou négative. 

Faisant donc XDE égal au suppléinent de DXZ, 
DE sera la parallèle cherchée. 

PROBLÈME IV. 

D"un point donné C, mener à une droite inao- 
cessible zx une perpendiculaire, sans se ser- 
vir d'aucun instrument. 

SOLUTIONS. 

■K. 48. i. On mènera aux points z et x les droites Cz 
et Cx, de manière que les angles Czx, Cxz soient 
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aigus, et en prenant ensuite 

• — ’ "t.* 

„ xt + Cx — jiC 

xN s= J 

2XZ 

CN sera la perpendiculaire cherchée. 

2 . En prenant 3cz = zC , 5cN serait seulement 

Car 

axa’ 

PROBLÈME V. 

En un point V d^une droite zx, élever sur cette 
droite la perpendiculaire VT, sans employer 
ni équerre ni graphomètre. 

SOLUTIONS. , 

1 . En menant du point € aux points z et x les no. 1(9. 
lignes Cz et Cx, qui fassent avec xz des angles 
aigus Czx et Cxz, et prenant sur xC , 

_ 2xV.xC.xa 

xT = 

xa -f- arC — aC 

VT sera la perpendiculaire cherchée. 

2 . Si ayant mené CV de manière que l’angle 
CVx soit aigu, on feit Vx = CV, il suffira de 

prendre xT c= 
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PROBLÈME VI. 

La ligne étant inaccessible, lui mener au 
point X une perpendiculaire. 

SOLOTIONS. 

ne. 5i. i. Ayant construit zx égale et parallèle à XZ 
par la méthode du problème 111 du livre I , et 
ayant pris de x vers z , 

æV = aC — zC _ , (jÆ + »C) (xC — zC) 

TX X2 ’ 

la droite qui ira de V en X, sera la perpendicu- 
laire demandée. 

2. Ayant mené, par un moyen quelconque, 
XZ parallèle à XZ , on pourra trouver le point V, 
où l’angle xVz est droit. 

m. 5a. 3. Ayant fait l’angle ZAB égal k l’angle ZAX, 

et trouvé sur AB un point B, où l’angle ABX soit 
complément de l’angle ZAB, si l’on mène perpen- 
diculairement à BZ la ligne BC qui rencontre AZ 
en C, ex sera perpendiculaire sur XZ au point X. 

ne. 53. 4. Si la droite XZ n’était accessible que par ses 

extrémités , et que l’inégalité du terrain ne permît 
pas de déterminer un point sur sa direction , on 
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prendrait au dehors un point A, et ayant mesuré 
les distances AX, AZ et l’angle XAZ, on ferait 

AX — AZ cos XAZ 
AX cos XAZ— AZ ' 


le point C devant être pris entre A et Z, ou no. 54. 
sur le prolongement AC de AZ, suivant que cette 
valeur serait positive ou négative. 

5 . Si la ligne XZ est tout entière inaccessible , no. 55. 
on prendra une base AB que l’on puisse mesurer, 
et des extrémités de laqfuelle on puisse viser les 
points X et Z ; on fera ensuite 


AC = AB 


sin ABX 
sin AXB 


sin ABX 
sin AXB 
sin ABX 
sin AXB 


sin ABZ 

sin AZB 

cos XAZ — 


cos XAZ 

sin ABZ 
sin AZB 


et si cette valeur est positive , le point C sera no. se, 
sur AZ entre les points A et X, et CX sera la 
ligne demandée; si au contraire elle est négative, 
il feudra prendre AC sur le prolongement de ZA, 
et CX sera la perpendiculaire cherchée. 

6. Au moyen de l’équation 


sinAXZ= 



sin XAZ 

sin»ABXsin-‘AZ B sinABXsinAZB TTIx* 

sin’ AXB sin’ABZ * sin AXBTinÂBZ ) 


on trouvera l’angle AXZ ; cet angle sera obtus ne, 57. 


Digitized by Google 



PROBLÈtŒS 


46 

sin ABX sinAfiZ ^ 

** sIïâXb ~ üHM quanute ne. 

gatiye j dans ce cas on prendra sur AB 

.y 8În ABX sin (AXZ — 90*) 

sia AXB sin (270* — XAB — AXZ)’ 


et YX sera la perpendiculaire cherchée. Mais si la 
quantité 


sin ABX 
■ sin AXB 


sin ABZ 
siuAZB 


cos XAZ 


est positive, l’angle AXZ sera aigu; alors il faudra 
prendre sur le prolongement de BA 

Ay _ An sin ABX sin (90® — AXZ) 

AV _ AB AXB sin (XAB + AXZ — go®)’ 

et VX sera la perpendiculaire cherchée. 
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LIVRE TROISIÈME. 

DS L4 MESURE DES SURFACES. 

PROBLÈME I. 

Mesurer la surface d*un triar^le ABC. 

SOLUTIONS. 

'N 

1. Ayant abaissé d’un angle quelconque A la sg. 
perpendiculaire AD sur le côté opposé BC, pro- 
longé , s’il est nécessaire, la surface du triangle 
aura pour expression j AD x BC. 

2. Si l’on peut mesurer deux côtés et l’angle 
compris, par exemple les côtés AB, AC et l’angle A, 
la surface sera \ AB.AC.sinA. 

3. Si l’on peut mesurer deux côtés et l’angle 
adjacent à Tun d’eux, par exemple les côtés AB, 

AC et l’angle C, l’aire sera 

i AC MD C [AC cos C 4- i/(Âë’ — ÂC’ sin^ C)], 

On pourra encore trouver l’angle B au moyen 
de la formule 


sinB = 


AC sin C 
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et l’aire sera donnée par la formule 

î AB. AC sin ( B + C). 

4. Si l’on peut mesurer les trois côtés, l’aire 
sera 

|/[S(S — AB) (S — BC) (S — AC)], 
en représentant par S la demi-somme 

AB -f- AC + BC 
2 

des trois côtés. 

«G. 6o. 5. Si l’on peut mesurer un côté et deux angles, 

ce qui donne 'aussi le troisième; si l’on a, par 
exemple , le côté BC et les trois angles A , B , C , 
l’aire aura pour expression 

— » sinB siaC 

- dL : — T — . 

sinÂ 

6. Si dans le triangle ABC , il n’y a d’accessible 
que le côté AB, et qu’on ne soit pas libre d’em- 
ployer les sinus , on prolongera le côté CA en L 
jusqu’à ce que AL soit égal à AB, et ayant divisé 
la ligne AB en deux parties égales en M, et déter- 
miné le point P, où le rayon visuel MC coupe la 

... , . , AM. LM. AP 

ligne AB ; Taire du triangle ABC sera - pp _ • 

Cl. 7. Supposons le côté AB inaccessible , mais 
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qu’on puisse mesurer AC et BC , et qu’ayant pris 
sur CB, 


CD = CA, 


on puisse encore mesurer AD; l’aire du triangle 
ABC sera 


I ÀD.BC 
4 AC 



et si l’on veut employer les logarithmes, le lo- 
garithme de l’aire sera 


i [/(aAC+AD)-f /(2AC—AD)] 4-Z.AD+/.BC-/.AC+/.4. 


S’il est impossible de mesurer AD, on prendra 
sur les côtés CA et CB, et à égale distance du 
point C des points P et Q, et l’on mesurera PQ; 
l’aire ABC sera 


i BC.PQ.AC 
^ PC 


v/4PC - PQ, 


et elle aura pour logarithme 

i[/.(2PC + PQ) + /.(aPC — PQ)] + /,BC -H ^PQ 
+ Z.AC — 2/.PC — /.4. 

Scolie. 


Tout polygone pouvant être divisé en triangles , 
le problème précédent servira à trouver l’aire d’un 

4 
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polygone quelconque, en sommant les aires des 
triangles dans lesquels on peut le diviser par le 
moyen du problème suivant. 

PROBLÈME II. 

Partager un polygone ABCDEF en triangles. 

SOLUTIONS. 

ne. 62. Ayant pris un point O dans l’intérieur du 
polygone , on mènera de ce point à tous les angles 
les droites OA, OB, OC, OD, OE, OF, et elles 
le partageront en un nombre de triangles égal à 
celui de ses côtés. 

»ic. 63. 2 . Ayant pris un point O sur un côté quelconque 

AB du polygone, et ayant mené de ce point aux 
angles les droites OC , OD, OE, OF, on aura un' 
nombre de triangles égal à celui des côtés du 
polygone diminué d’une unité. 

ne. 64. 3 . D’un angle quelconque A du polygone , on 

mènera les droites AC, AD, AE aux antres angles, 
et le polygone sera partagé en autant de triangles 
qu’il y a de côtés moins deux. 
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PROBLÈME in. 

Mesurer Vaire d"un parallélogramme ABCD. 

SOLOTIOW. 

1 . L’aire demandée est égale au produit d’un rie. 65. 
côté pris pour base , par la hauteur du parallé- 
logramme, c’est-à-dire par la distance du côté pris 
pour base à celui qui lui est parallèle ; ainsi , si 

PQ est perpendiculaire aux deux côtés AB et DC, 
et MN aux deux côtés AD et BC, l’aire demandée 
sera DC.PQ ou AD.MN. 

2. L’aire demandée sera encore égale au pro- 
duit de deux côtés contigus par le sinus de l’angle 
qu’ils comprennent; c’est-à-dire que l’on aura 

ABDC = AB.DC.sinADC 
= DC.CB.sinDCB. 

^ le parallélogramme était rectangle, sinDCBm. 66. 
serait l’unité, et l’aire savait seulement égale au 
produit de deux côtés contigus AD et DC, ou 
DC et CB. 


4 .. 
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PROBLÈME IV, 

Mesurer Vaire d’un trapèze ABCD, dont AB 
et CD sont les deux côtés parallèles. 

SOIDTIORS. 

ne. 67 . I. Menez PQ perpendiculaire aux deux côtés 
parallèles, l’aire du trapèze sera 

i(AB + CD)PQ. 

2, Divisez en deux également en M et N les 
côtés non parallèles AD et BC, et menez MN, 
l’aire du trapèze sera MN.PQ. 

3. Soient AB = a, BC = ô, CD==c, DA = c?; 
l’aire sera 

+ 6>) (a - c)» - (a - c)4 - (d* - é’)*] . 

4(a— c) 

PROBLÈME V. 

Décomposer un polygone en triangles et en 
trapèzes. 

I 

SOLUTION. 

ne. 68 . Menez une droite, par exemple, la droite AF 
qui divise le polygone en deux parties^ sur cette 
droite et des sommets de tous les angles du poly- 
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gone, abaissez les perpendiculaires Bby Ce, Dd , 
ha, It, Kk, L/j le polygone sera di- 
visé par ces droites en trapèzes et en triangles. 

Scolie. 

Cette méthode peut quelquefois être substituée 
avec avantage à la division en triangles, pour avoir 
Faire d’un polygone, et elle s’exécute facilement 
avec l’équerre. 

PROBLÈME VI. 

Mesurer un polygone ABCDEF au moyen d'un 
rectangle , de trapèzes et de triangles. 

SOttITlORS. 

1. On inscrira d’abord dans le polygone le rec- ne. 6g. 
tangic APQû que l’on prendra le plus grand ou 

un des plus grands qui puissent y être' inscrits j 
des points B, C et D, on abaissera ensuite sur 
les côtés du rectangle les perpendiculaires BA, 

Ce, De? : ces perpendiculaires partageront la partie 
restante du polygone en trapèzes et en triangles , 
et Faire totale demandée sera la somme de toutes 
CCS aires partielles. 

2. Au polygone lui -meme, on circonscrira le ne. 70. 
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rectangle YféE que l’on fera le plus petit possible j 
des angles du pdjgone qui ne seront pas sur les 
côtés du rectangle, par exemple, des points A, 
B et D on abaissera sur ces côtés les perpendi- 
culaires Aa, B&, DJ; l’aire du polygone sera la 
différence de l’aire du rectangle F/eE et des aires 
des triangles ou des trapèzes qui sont extérieurs 
au polygone ABCDEF. 

PROBLÈME VIL 

Mesurer Vaire du quadrilatère ABXZ. 

SOLUTIONS. 

no. 71. 1. Si l’on peut mesurer les diagonales A Z, BX 

et la surface d’un des quatre triangles ACB, BCZ, 
ZCX, XCA; par exemple de 

ACB = A, 

l’aire du quadrilatère entier sera 

AZ.BX 

^'AC.BC* 

2. Si l’on ne peut mesurer que les trois droites 
AB, AC, BC, on prendra le milieu Mdu côte AB, 
et de ce point on mènera aux points X et Z, les 
droites MX et MZ qui rencontreront en Q et P 
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les droites AZ et BX j nommant alors A l’aire con- 
nue du triangle ACB, on aura 


ABXZ = A 


(AQ — CQ)(BP — CP) 
BP.AQ 


Si le point M ne peut pas être pris au milieu de 
la ligne AB, on aura 


ABXZ = A 



MB.CP \ . 

MA.BC— AP.CP/ V”^ 


MA.CQ \ 
MB. AC— AB. CQ/ 


3. Si l’on peut prolonger deux côtés, BX et AZ, 7*- 
par exemple, jusqu’à ce qu’ils se rencontrent en C; 
si de plus on peut mesurer les lignes CX, CZ et 
l’aire A du triangle ABC , l’aire du quadrilatère 
sera 


cx.cz 

.CA. CB 



Si au lieu de Taire A du triangle ABC , on avait 
Taire S du triangle CXZ, celle du quadrilatère 
serait 



CA.CB\ 

cx.cz/ 


4. Si Ton ne peut mesurer que les trois droites 
AB, AC, BC , on déterminera les points M, P et Q 
comme dans le n“ 2, et en appelant A Taire du 
triangle ABC, Taire ABXZ sera 
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A 


[ 


CP.CQ 

(CP — BP) ('CQ'—aO) 



Si le point M ne peut pas être pris au milieu 
de la distance AB, l’aire ABXZ sera 

k t' MA. CQ MB.CP \ 

\AB.CQ — MB.AC'AB.CP — MA.BC 

ric. 73. 5 3i le Xg prolongé de X vers P , et la 

ligne ZM menée par le point Z et par le milieu 
M de AB, peuvent se rencontrer en P; en tirant 
la ligne PQ et appelant a l’aire AMQ, b l’aire 
PMB, c l’aire QMP, on aura pour l’aire ABXZ,^ 

ab s abc c + {c^a) + {c^b) 

(c — a){c—b) c(c — a)(c — b) 

Si le point M n’est pas le milieu de AB, on 
désignera par r et r' les rapports —, et l’aire 
ABXZ sera 

ab ^ 4- y + — g — • à 

^ (cr — à) (cr' — b) ’ 

ou 

nlfc ~ ~ 

c(cr — a){cr' — b) 
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PROBLÈME VIII. 

Mesurer Vaire du pentagone ADEFG, au moyen 
des trois diagonales AE, AF, GD. 

SOLUTIOH. , 

En appelant A l’aire du triangle ABC formé par t 4- 
ces trois diagonales, l’aire du pentagone sera 

, /AF.BG , AE.CD , AF.AE\ 

^VAB.BC AG.BC AB.AG/ 

PROBLÈME IX. 

Mesurer Vaire d*un hexagone DEFGHK par le 
moyen des trois diagonales DG, EH, FK. 

SOLUTION. 

En désignant comme tout à l’heure par A l’aire «o. js, 
du triangle ABC formé par les trois diagonales, 
on aura pour l’aire demandée 

^ /AE.AF + AH. AK . BD.BK 4. BF.BG 
\ AB.AG AB.BC 

, GE.CD + GG. CH \ - , , 

âcTbc V - 
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PROBLÈME X. 

Mesurer t* aire de Vhexagone DEFGHK au moyen 
des côtés DK , GH , EF , continués jusqu’à ce 
qu’ils se rencontrent mutuellement era A, B 
et C. 

SOLUTION. 

Fie. 76. En appelant A l’aire du triangle ABC, l’aire de 
l’hexagone sera 

AH.AK BF.BG CD.CE\ 

AB. AC AB.BC AC.BC/ 

PROBLÈME XL 

Mesurer l’aire du polygone BCDEFG au moyen 
de ses côtés prolongés jusqu’à la remontre 
des côtés d’un triangle circonscrit, comme . 
dans la figure 77. 

. SOLUTION. 

Supposons que les cotés BG et CD se rencontrent 
en A de manière que le polygone reste compris 
dans l’intcrieur du triangle ABC, et prolongeons DE 
jusqu’à la rencontre de la meme ligne en H j en 


Digitized by Google 



POUR LES ARPENTEURS. 5g 

appelant alors A l’aire du triangle ABC, l’aire 
du polygone sera 

, / AD.AH AD.HE.HK AD.HE.KF.KG\ 

AB. AC AB.AG.HD AB.AC.HD.KE./’ 

OU bien si l’on désigne par S l’aire ADH , celle du 
polygone aura pour expression 

„/AB.AC EH. KH EH.KF.KG\ 

^Ud.AH ' AH. DH AH.DH.KEA 

Problèmes sur la division proportionnelle des 

aires. 

PROBLÈME XII. 

Partager Paire donnée du triangle ABC en 
deux aires qui aient entre elles une raison 
donnée. 

SOLUTION. 

Si la division doit se faire en partant d’un angle, ne. 78. 
de l’angle C, par exemple, on divisera la base 
opposée en D suivant le rapport donné, et on 
mènera CD. 

I 

Si la droite qui partage le triangle doit pas- ne. 79. 
ser par un point D, donne sur l’un AC des 
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côtés, et si le rapport qui doit exister entre une 
partie et le tout, est celui de jd à il faudra 
prendre sur CB, 

• o.CA.CB 
~ l.CD ’ 

et tirer DE ; le triangle CDE sera la partie cher- 
chée. Si CE était plus grand que CB , il faudrait 
prendre sur AB, 

* (*—/») AC. AB 

TÂD ’ 

et le quadrilatère BCBe serait la partie deman- 
dée. 

PROBLÈME XIII. 

Partager le parallélogramme ABCD en deux 
parties telles que Vune des deux soit au 
tout V, p'.t. 

' SOLUTION. 

ne. 8o. Si la division doit se faire par une droite pa- 
rallèle aux côtés, on prendra 

£ ’ 

et le parallélogramme eBCc sera la partie p. 


Digiiized by Google 



POUR LES ARPENTEURS. 6r 

Si la division doit se faire par une droite CE 
menée de l’angle C , on appellera p la plus petite 
partie , et l’on prendra 

t ’ 

le triangle CEB sera la partie p. 

Si la droite qui partagera le parallélogramme , *■<:. si. 
doit passer par un point P donné sur le côté 
AB’, on prendra sur le côté opposé CD, une 
partie 

CQ = - PB, 

si PB est plus petit que — ; et s’il est plus 
grand , on prendra sur BC une partie 

nu a/i.BA.BC 

' TÊP— ' 


enfin, si CQ est plus grand que CD, on prendra 
' sur AD 


AT = 


-p) AB. AD 
<.AP 



et dans les trois cas la partie homologue à p, sera 
la partie à. droite de celui qui regarde la figure. 
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PROBLÈME XIV. 

Diviser dans un rapport donné , Vaire du tra- 
pèze ABCD par un point P donné sur un des 
• côtés parallèles AB et DC. 

SOLUTIOB. 

Fio. 8a. Si l’on veut que la partie PQCB soit au trapèze 
entier comme p\ty il faudra prendre 

qc=£^*S^_pb, 

Dans le cas où cette valeur serait négative, il 
faudrait encore prendre 

_p.BC(AB4-CD) 

TÂP ’ 

et si elle surpassait DC, il feudrait prendre 
(i-p)AD(AB + DC) 

Al 
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PROBLÈME XV. 

Étant donné un point P sur un des côtés nan 
parallèles du trapèze ABCD, exprimer au 
moyen de Vaire du trapèze entier ^ celles des 
trois triangles ARV ^ BPC, CPD. 

SOLUTION. 

En appelant A Paire du trapèze , on aura 8 î- 

A.AP.AB 
(AB+DC) AD’ 

A(AB.DP-f- AP.DC) 

(AB + DQÂD ’ 

A.DP.DC. 

(AB + DC) AD* 

PROBLÈME XVI. 

Par un point P donné sur un des côtés non 
parallèles d^un trapèze, mener une droite 
qui le divise en deux parties qui aient entre 
elles une raison donnée. 

SOLUTION. 

Ayant trouvé par le problème précédent les 
valeurs des triangles ABP, BPC, CPD, il sera 


ABP = 
BPC = 
CPD = 
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facile de voir sur laquelle des trois bases AB, BC, 
CD, doit tomber le point de division, et lefpro- 
blême se réduira à partager un des triangles sui- 
vant une raison donnée et par une ligne menée 
d’un des angles, ce qui est l’objet de la solution 
du problème XII. 

PROBLÈME XVII. 

Mesurer Paire d'un quadrilatère ABCD qui a 
un angle droit en A. 

SOLBTION. 

Soient AB=fl, BCc=6, CD = c, DA = c?, et p 
la demi-somme *»+* + *’ des quatre côtés; l’aire 
du quadrilatère sera 

y/[^{p—a) {p-b){p — c) {p—d)—ad{ad-\ribc)\+\ad. 

PROBLÈME XVIII. 

Mesurer Vaire d'un quadrilatère ABCD dans 
lequel la somme de deux angles opposés est 
égal à deux angles droits en supposant que ce 
quadrilatère puisse s'inscrire dans un cercle. 

SOLUTION. 

En conservant les mêmes dénominations que 
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dans le problème précédent , l’aire demandée sera 


OU 


V/(j — a) (j —b) {s — c) (s — d), 

en représentant par s la demi-somme 

a -f- b + c -I- d 


des quatre côtés. 

PROBLÈME XIX. 

Mesurer Faire d’un rhombe ABCD. 

/ 

SOLUTION. 

Menez les diagonales AC et BD , l’aire sera ne. 85 . 
iAC.BD. 

PROBLÈME XX. 

Mesurer Faire d’un polygone régulier. 

SOLUTION. 

Soient a le côté AB du polygone régulier, n le p,o. se. 
nombre de ses côtés , R le rayon AC du cercle cir- 

5 
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conscrit, et S l’aire du polygone, on aura 

. ' ' 180" 36 o* . 180* 

s = 4 na’ cot = { nR* sin = nr* tang — — . 

PROBLÈME XXI. 

Mesurer Faire d*un cercle dont le rayon et la 
circonférence sont donnés. 

..I 1 « * t 

SOLUTION. 

Soient R le rayon, C la circonférence, A l’aire , 
TT le rapport de la circonférence au diamètre 
— M = ii|=5,j4i 5926535, on aura 

A = iCR = »R‘ = % 

4 *- 

PROBLÈME XXII. 

Mesurer Faire d'une ellipse. 

« 

SOLUTION. 

Soient M le demi grand axe, N le demi petit 
axe, C l’excentricité ou la distance du centre à un 
foyer, et A l’aire demandée, on aura 

A =n MN» = — C* = Nirt/N‘ C». 
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PROBLÈME XXIII. 


Mesurer faire d'une sphère. 

' r 

SOLUTION. 

Soient R le rayon , C la circonférence d’un 
grand cercle et S l’aire demandée, on aura 

S = aCR = 4»R* = — . 

ÎT 

' PROBLÈME XXIV. 

Mesurer faire d'un cône droit. 

SOLUTION. 

Soient R le rayon du cercle de la base , C la 
circonférence, T la hauteur du cône, L son côté 
et S son aire, on aura 


S = -J C ( L *4“ R) = irR (L -4* R) 

= ïC(l+^) = ic(t/fr:;:T* + R) 
= »R(v/T* + R‘ + R) 

5.. 
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f 

PROBLÈME XXV. 

f 

Mesurer Vaire d'un cylindre droit. 

SOLUTION. 

Soient R le rayon, C la circonférence de la base, 
T la hauteur du cylindre et S son aire, on aura 

s = C(iR + T)’= »R(iR + T) 



et cette expression de l’aire d’un cylindre coupé 
par un pian mené parallèlement à la base et à la 
distance T, restera la même, quelque inclinaison 
que prenne ce plan par rapport à la base, pourvu 
qu’il passe toujours par le même point de l’axe. 

r . 
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LIVRE QUATRIÈME. 


DE LA POLTGOnOMÉTRlB. 

DÉFINITIONS. - ' ■ 

, " I » ‘ .M • J I . 

1. Par l’angle extérieur d’un polygone nous en-„o. 87. 
tendrons toujours l’angle que fait un côté d’un po- 
lygone avec le prolongement d’un autre côté. 

Soit, par exemple, le polygone ABCD : par 
l’angle extérieur au point D de ce polygone, que 
nous appellerons l’angle D, nous entendrons tou- 
jours l’angle ADc formé au point D par le côté 
AD et par le prolongement De du côté CD. 

2. Par angle saillant dans un polygone , on en- pio. 8;. 
tend les angles qui comme ABC, BCD et CDA 
présentent leur sommet au dehors. 

Un angle rentrant est celui qui tourne son soni- no. 88. 
met dans l’intérieur du polygone. 

Nous affecterons dorénavant du signe -f- les 
angles extérieurs des angles saillants , et du signe — 
les angles extérieurs des angles rentrants ; ainsi 
l’angle extérieur de l’angle rentrant CDA (fig. 88), 
savoir l’angle ADc, se désignera par — D, et l’on 


Digiiized by Google 



70 PROBLÈMES 

représentera par -f- D l’angle extérieur de l’angle 

saillant CDA (6g. 87), savoir l’angle ADc. 

PROBLÈME I. 

Trouver une distance AB , accessible seulement 
par ses deux extrémités A et B, au moyen 
des trois côtés BC, CD , DA et des deux angles 
C etH du polygone ABCD. 

SOLUTION. 

On aura 

BcV cd’+ DA 
2BC.GD.c0sG 
4 - 2CD.DÂ.C0S db D 
+ aBC.DA.cos (G d: D), 

le signe -f- étant pour la 6gure 87, et le signe — 
pour la 6gure 88. 




Digitized by Coogle 



POUR LES ARPENTEURS. 


71 


PROBLÈME II. 

Trouver la distance AB au moyen des quatre 
côtés BC, CD, DE, EA et des trois angles 
C, D, E. 

SOLtJTIOW. ' ' 

( "■ M : .t • I. 

On aura : a ^ r' . ,,*. ■< 

Cd’+ DË’+ EA 
4. aBC.CD.cosC 

aCD.DE.cosD 1 , ■ 

4. aDE.EA.cos i: E 
+ aBC.DE.cos(C + D) 

V aCD.EA.cos(D’±: E) 

+ aBC.EA.co8(C + D ± E), 

le signe H- devant servir à la figure 89 , et le signe — 
à la figure 90. .) 1 . 
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PREMIER PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Trouver le côté inconnu d^un polygone dont on 
connaît tous les autres côtés et tous les angles 
excepté ceux qui sont adjacents au côté in- 
connu. 

SOLUTION. 

Mî‘ V ;■ 

Le côté inconnu sera la racine carrée de la 
somme des carrés de tous les côtés connus, plus 
deux fois les produits dé tous ces côtés multipliés 
deux à deux, et par le cosinus de la somme des 
angles extérieurs qu’ils comprennent dans la par- 
tie du polygone opposée au côté cherché. 

, PROBLÈME III. 

Étant donnés dans le quadrilatère ABCD les 
deux côtés BC et CD et les angles A, C, 
trouver le côté AB. 

SOLUTION. 

, On aura 

DC»iii±;D-f-CB8m(±:D + C) 
sin A 
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PROBLÈME IV. 

Étant donms dans le pentagone ABCDE les 
trois côtés BC, CD, DE, et tous les angles, 
trouver le côté AB. 

SOLUTION. 

Le côté inconnu sera donné par la formule ' 

AB = [ED.sin ± ^ +.DC.sm(d:,E + D) .1. . 

-f. CB.sin ( ± E 4- D ;T|^ C)^]:sLaAf ‘ j.,' 

SECOND PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Étant donnés dans un polygone tous les angles 
et tous les côtés moins deux, déterminer Vun 
de ces côtés inconnus. 

SOLUTION. 

On aura le côté cherché en prenant la somme 
des produits de tous' les côtés donnés , multipliés 
respectivement par le sinus de la somme des angles 
extérieurs compris entre chacun d’eux , et le côté 
inconnu non cherché, dans la partie du polygone 
opposée au côté cherché, et en divisant cette 
somme par le sinus de l’angle que forment les 
deux côtés inconnus. 
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PROBLÈME V. 

Étant donnés dans le quadrilatère ABCD les 
côtés BC, DA et tous les angles , trouver le 
côté AB. 

SOLUTION. 

ne. 87, On aura le côté demandé par la formule 

w. • 

BC sin C — DA siii ±; D 

— smfÏD+l) ’ 

DA sin db D — BC sin C 

sin(B-i-C) • 

PROBLÈME VI. 

Étant donnés dans le pentagone ABCDE les 
côtés BC, DE, EA et les angles , trouver AB. 


SOLUTION. 


On aura 


BC sin C — DE sin D — EA sin (D d: E ; 
sin ( D 2: E H- A ) 

DE sin D = EA sin (D db E ) — BC sin C 
^B“+C) • 
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PROBLÈME VII. 

Etant donnés dans Vhexagone ABCDEF les 
côtés BC, CD, EF, FA et les angles, trou- 
ver le côté AB. 


SOLUTION. 

On aura le côté demandé par l’une ou l’autre fk. gt. 
des deux formules 

AB = [CD.sinD -f- BC.sia (D -f- C) — FE.sjnE 
— AF.siu (E -f F)] I sin(E -f- F -f- A), 

AB = [FE.sin E 4- AFsin (E + F) — CD.sin D 
— BC sin ( O "j- E ) ] t sin ( D 4 * E 4" ®) • 

TROISIÈME PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Trouver un côté d’un polygone connaissant tous 
les angles et tous les autres côtés à l’excep- 
tion de l’un quelconque d’entre eux. 

SOLUTION. 

Il faudra pour avoir le côté cherché, multiplier 
chacun des côtés donnés qui sont placés d’un 
même côté des côtés inconnus, par le sinus de la 
somme des angles extérieurs compris dans cette 
partie du polygone entre les côtés inconnus 5 faire 
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la somme des produits semblables dans l’autre 
partie , et diviser la différence de ces deux sommes 
par le sinus de la somme des angles extérieurs 
compris entre les deux côtes inconnus, mais dans 
la partie du polygone où les produits ont été né- 
gatifs. 

Ce troisième problème général contient le se- 
cond. 

> . «f 

Il faut excepter le cas où les deux côtés in- 
connus seraient parallèles : le problème est alors 
indéterminé. 

PROBLÈME VIII. 

Mesurer Vaire du quadrilatère ABCD , au moyen 
des trois côtés BC, CD, DA, et des deux an- 
gles C et D. 


SOLUTION. 

L’aire demandée aura pour expression 

Î BC. CD . sin C 

+ CD.DÂ.sin rt D 
+ BC.DA.sin(C ± D). 
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PROBLÈME IX. 

Mesurer Votre du pentagone ABCDE au moyen 
des côtés BC, CD, DE, EA et des angles C, 
D ci E. 


ne. 89, 

... 90- 

± E). 

QUATRIÈME PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Mesurer Vaire d’un polygone au moyen des 
côtés et des angles. 

SOLÜTION. 

En ne tenant pas compte d’un côté et des deux 
angles qui lui sont adjacents , l’aire demandée sera 
la demi - somme des côtés pris deux à deux et 
multipliés par le sinus de la somme des angles 
extérieurs compris entre ces deux côtés. 


SOLUTION* 


L’aire cherchée sera 


î X 


BG.CO . sm G 
-p CD.DE.sinD 
-f- DE.EA.sin db E 
-|- 6G.!DË.sîn(C Oj 
+ CD.EA.sin(D ± E) 
-I* BC . EA . sin (C D 
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Scolie. 

•® 9^ Si le polygone avait un grand nombre de côtés 
ABCDEFGH, il serait plus expéditif de le partager 
par une diagonale en deux polygones ABCDE, 
EFGHA dont le nombre des côtés serait le même, 
ou ne diflFérerait que d’une unité, et de calculer 
séparément ces deux polygones en ne tenant pas 
compte du côté AE qu’ils auraient commun , ni 
des angles qui lui seraient adjacents. 

PROBLÈME X. 

Dans le quadrilatère ABCD trouver les angles A 
et B adjacents au côté inconnu AB. 

SOLUTION. 

ric. 87, On déterminera ces deux angles par les formules 
88 . 

suivantes : 

tang ABC 
tang BAD 


CD sin C + DA sin (C rt D) 

~ BC ■+■ CD coaC DA cos (C ziz D) ’ 
DC sin ± D + CB sin (C ± D) 

“ AD + DC cos D CB C08 (C D)* 
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PROBLÈME XI. 

Dans le pentagone ABCDE trouver les angles A 
et B adjacents au côté inconnu AB. 

SOLUTION. 

Les tangentes de ces angles seront 

- •» ‘ i - . tangÂBG = 

CD . sin G -f" DErin (C EA sin (C -f- D E) 

BC + CD . cos C + DE . cos (G -f- D) 4- EA . cos (C + d: E) ’ 

tang BÂE = 

ED. sin =t E + DC sin (di E 4- D) + CB.sin(± E+ D + C) 
AE +ED . cos E 4- DC cos ( =t E +D) + CB . cos (±E+Û+C) ’ 

et il sera facile, au mojen de ces formules, de 
trouver dans les tables les angles demandés. 

CINQUIÈME PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Trouver dans un polygone un côté et les deux 
angles adjacents , tout le reste étant connu. 

SOLUTION. 

Pour avoir là tangente de chacun des angles 
intérieurs inconnus , il faudra multiplier chaque 
côté qui ne forme pas l’angle inconnu par le sinus 


ne. 89, 
9 °- 
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de la somme des angles compris entre ce côté 
et le côté connu de l’angle inconnu; multiplier 
aussi chacun des m^es côtés par le cosinus de 
la somme dès inêmès angles, et diviser la pre- 
mière somme par la seconde augmentée du côté 
connu de l’angle inconnu. ^ 

yr ' •> .'.y » 

PROBLÈME XII. 

Trouver dans le quadrilatère ABCD le côté CD 
et les angles A et h. les autres côtés et les 
autres angles étant supposés connus. . 

i ^ , . ■ . ^ SOLDTIOH. ... 

rw. 87. On déterminera CD par l’équation 

CD = VaB — (ADsinD — BCsinC)* — ADcpsD — BCcosC, 
et les angles A et B par les formules 

, , [sinD. V^AB — (ADsinD — BCsinC)* 

— (ADsinD — BCsinC)cosD] 

tangBADs: ^ ^ ■* 

[cosD. Vab’— (ADsinD — BCsinC)' 

-f (ADsinD — BC sin C) sin D] , 

[sinC. VÂb’— (ADsinD — BCsinC)* 

4. (ADsinD — BCsinC)8inC] 
tang ABC = . ^ " ■ 

[cosC. VaB — (ADsinD — • BCsinC)* 

— (ADsinD — BCsinC)sinC], 
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en observant pour la figure 88 d’écrire — D au 
lieu de-f*D- 

SIXIÈME PROBLÈME GÉNÉRAL. 

V 

Trouver dans un polygone deux angles adja- 
cents à un côté connu et un côté quelconque 
inconnu- 

SOLDTIOM. 

Le premier problème général fournit cette équa- 
tion : le carré du côté adjacent aux angles incon- 
nus égale la somme des carrés des autres côtés, plus 
deux fois les produits de ces côtés multipliés deux 
à deux et par le cosinus de la somme dés angles 
extérieurs compris entre eux dans la partie du 
polygone opposée au premier côté. 

De cette équation du second degré il sera fa- 
cile de tirer la valeur du côté inconnu , et on trou- 
vera ensuite, par lè moyen du cinquième problème 
général , les deux angles inconnus. 

■ J 


6 
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,, SEPTIÈME PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Trouver dans un polygone quelconque . . . . 
ABCDEFGHIjim» HG et' deux angles, 
tels que A. et D , qui ne sont ni contigus ni 
li^^ÛoàiÈs au‘^côt& cherché ^ tout le reste étant 
s' supposé ''' ‘ 

SOLUTIOI». 

On tirera par les sommets des deux an^es 
•mconaus A ët D‘ une diagonàïe AD ; alors on con- 
nalfii^ dans le polygone AfeCD tous les côtés ex- 
cép^ife côté AD, et tous les angles excepté ceux 
qoi^iSont placés Sur cette ligne ; on pourra donc 
d<^rmin«r, par le moyen du premier problème 
géwéruî!,*ia ligne AD et' on trouvera ensuite les 
dojâfs' angles ’BAD; ADC adjacents à cette ligne 
paKiy cirlquiénie problème générai.' , , , 

Dans le polygone ADEFGHI, sü^iié de l’autre 
côfeye la' li^ë AD',' ôn ^déterminera , à l’aide du 
sbilèmé ptôblèVnc général ,' le^ côté inconnu AG. 
etlcs’ àttglëS'ÏAD [ ADÉ qui* lui sopt adjacents. , 
Comme on a d’ailleurs - 

(■■j ..i;: ilAB s5' lAD BAD, 

■ ' CDE = ADC + ADE, 
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il sera facile do conne^U'e les deux angles de- 
mandés. 


J' »•. /, -V''* 


HUITIÈME PROBLÈME GÉNÉRAL.'' 

• s f. '-«.irt ixiÿ ü ’ i-.>- 

Dans un polygikneysquefeaHquexxABQ^liQia 
trouver trois angles quelconques A, DyGj /ej 
autres angles et tous les côtés étant donnés. 

WO?TÎT.IO^ 

SOLÜTIOH. 

■ -^is Jîjiaiïmsoc ;*1 j-.»») u'tn. -i?» 

Ayant forme le triangle ,^ POjlrQuyera sesfic. gi. 

cotes par le moyen du premier problème géné- 
ral , en se servant des trois polygones 4|BGD.,, 
DEFG, GHIA, dans lesquels on connaîtleg, autres 
côtés et les angles quf sont placés sur de péçiipétre. 
du polygone proposé; on^ trouvera ensuite, dans 
ces polygones, à l’aide du cinquième problème, 
général, les anglesiBAD et. CpA,^Ç^i:)E ,et ,DPF, 

HGA et GAI. , , ' ' 

. t . .y/, illiJ'Lld/ >iiO! /!oq I «iKitï 

Ayant ainsi déterminé les çôt^s du tri^ngle 46P, 
on trouvera les^ angfçs pari formule^, jcot^qpa 
de la IrigoDomélne recliligns^et , 

sequentlAB, CDE, FGH. ' 
lels sont les problèmes de ma Méthode pour 
la mesure des polygones plans, iniprimée à Pa- 
vie, en 1787 : ce qui suit eu pourra rendre Tappli- 
cation plus générale et plus facile. 

6.. 
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Addition pour donner aux problèmes précé- 
dents la plus grande généralité. 

Nous avons précédemment distingué dans un 
polygone les angles saillants et les angles rentrants, 
et nous avons affecté le signe -|- aux angles exté- 
rieurs contigus aux angles saillants, et le signe — 
aux angles extérieurs contigus aux angles ren- 


trants. 

't--- >v. 


’ijf 


t /J <i- 


Mais SI l’on veut considérer ces deux espèces 
d’angles sous un autre aspect, il en naîtra une 
règle facile non-seulement pour calculer les poly- 
gones précédemment examinés, mais encore pour 
trouver l’expression des côtés et des angles dans 
des figures rectilignes quelconques. 

Quand tous les angles d’un polygone sont sail- 

• * - *«4 i * 

lants , on trouve , en suivant pas a pas son con- 
tour et en partant d’un point quelconque, que 
quand on passe d’un côté à un autre, on se dirige 
toujours dans un même sens. Par exemple , si , 
dans le polygone ABCDE (fig. 89), on va de A 

J J • * * 

vers B , quand arrivé au point B, on voudra passer 
sur le côté BC, il se fera une déviation à droite 
du côté AB; de même quand du point C on pas- 
sera sur le côté CD, on éprouvera une autre dé- 
viation à droite du côté BC et ainsi de suite : ainsi 
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lorsque tous les augles d’un poiygoone sont sail- 
lants, un corps assujetti à suivre exactement son 
contour, éprouve à chacun des angles une dévia- 
tion vers la droite. 

Le polygone ABCDE (fig. go), qui a un angle 
rentrant en £ , offre une circonstance différente ; 
si on commence à le^parcourir çn allant de A vers 
B, on éprouve en B, en C et en D des déviations 
à droite, mais arrivé au sommet £ de l’angle ren- 
trant, la déviation se fera à gauche, jusqu’à ce 
que repassant sur le côté AB et par son extrémité A, 
qui est le sommet d’un angle saillant, on éprouve, 
comme dans, les premiers cas, une déviation à 
droite. . 

On trouvera même .<Ioe l’angle de déviation est 
précisément celui que nous avons prégédemment 
appelé angle extérieur, c’est-à-dire l’angle qui est 
formé par le prolongement d’un côté du polygone 
,et par le côté suivant; ainsi, dans les figures 89 
et 90, l’angle de déviation en F est l’angle exté- 
rieur rf£A. ' ■ 

Si Ton parcourait le polygone en sens contraire; 
si, par exemple, dans les figures 89 et 90 on allait 
de A en £, de £ en D, de D en C, etc., on éprou- 
verait aux angles saiilans une déviation vers la 
gauche, et aux angles rentrans une déviation vers 
la droite. 
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Oo dira d(Mic, en général, que les angles saillans 
et les angles rentrais ont des déviations contraires ; 
que celle des angles saillans est dirigée vers l’in^ 
térieur du polygone, et celle des angles rentrons 
vers l’extérieur. , - . h- 

On trouvera, même, que . la somme des angles 

extérieurs .compi'M en^e.d^^ côtés, n’est autre 
chose^quq ja 4p7i9tioi;i;ei^e,c^s deux côtés^ Ainsi y 
^Ds la auUve , chose que ja 

déviatjpn .que, l’on pprouye^^en, pliant de AB en CD, 
puisque pour se trouver sur la, ^reetion CD, cm 
s’est d’abord écarté en B d’une, quantité é^lc à 
l’angle B , et ensuite en C d’une quantité égale 
à l’angle C; de même, dans la fig. 90 , B-f-C+D — E 
n'est autre chose que la déviation de AB à EA ; bien 
entendu que , dans cette appréciation , on affectera 
du signe + les déviations vers l’intérieur de la fi- 
gure, et du signe — les déviations vers l’extérieur. 

' Èn ""considérant les angles extérieurs sous ce 

''1/ ‘ . , I jI' •!«,' •'•'it '■ 1 ’ 1 ‘ 

nouveau point de vue et comme angles de devia- 
tion , on peut substituer au premier problème gé- 
néral le problème suivant, qui l’est encore davan- ' 
tage, puisqu’il embrasse non -seulement tous les 
cas du premier, 'mais encore tous ceux des exem- 

I * > ^ 

pies' qui lui soni joints' et tous les autres sen»- 
blablcs: • 
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-• .'üj» (lo'K kj Ji> • -'b .•nili aO 

, NOü¥EL ÉNOMCB ‘ u cjU^' 

DU PREMIER PROBliME GENERAL. 

7^ > .1 -.Si-,' ('. .fl,,- vil II ub inDriy- 


Soient plusieurs droites qui se coiipètii ^iü:àés- 
sipement suivant une Mi qweîcon<lueiWitiis Ûîle 
cependant qué^Péÿàfêtnitè dè'^lïï'deifhîèh^'èt 
' V origine dé ia'^ÿj^tHièfe^^^këfeàl ^kù^^niëHie 
'point, et sùp^os(Mit Viène’Më 
' ainsi 

soient ineôniiik,^ÿïêuG^à^iîi^itëi’ël9ësW^^ëéi 
angles étant ' donnés /* il' s’àgit 'de'' 'trêteéér^ 
'droite inamnue. >• ^ io ,E olgne'i 

... * ;V "D I) , 1 olgtifi'.f L 


. / . h O.WDTIOM. t ,i(p . tvsi y lîUB Jê,;»'» 

, , *. ,t'-i (. !' . . t l.!v «yJlÛ 

‘ La droite inconnue sera la racine carrée de 

^ i fl . . ' - ■ '<J2- >jy 

somme des carrés de tous les côtés connut et 

■>y < f -,1 f :t J-' 

des doubles produits de ces côtés, pris deux a 

1*^1 ) J • . fl. «U • : ' iu u.:î 

deux et respectivement inullipliéSj par Je 
de leur déviation mutuelle. , . ^ 

, ' ■ I m ■ jüOq llü ^ DOIî 

• = Exemple'^Ii' y»'» düoitj olltiiua 

II.’ i-nduî h Hp^l£lq ^ ogei 

Étant donnés de grandpur.et de po^i^^i^Àfoi§ 
droites BC, CD, DA et les apgles BCP,et,.ÇDAji. 
trouver la droite AB qui, dans la bguro, coupc la < 
ligne DC entre les points D et C. 
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Si l’on parcourt successivement les trois côtés 
•du polygone, en allant de' fl en A ou de A en B, 
on trouvera que les angles de déviaüon en C et D 
sont dirigés en sens contraire ; en donnant donc 
à 1 un d’eux, à l’angle C, par exemple, le signe+, 
il Êudra donner à l’autre le signe—, eLon.aura 
alors, comme pn l’a déjà eu pour la fig. 88 

Hi tj.. / CD + DA . 

' AB i= aJBC.pD.cojC , ^ ^ 

< U.,. 

+ aBC.DÂ.cos(C — D). * 

Exemple II. ■ . . * 

»ic. 95- Étant donnés les quatre distances AE , ED, 
DC et CB, ainsi que les angles que ces lignes for- 
ment entre elles aux points E, D et C, trouver la 
distance des deux points A et B. 

En affectant d’un signe contraire l’angle de la 
déviation en E qui se fait dans un sens différent 
de celles en D et C, on aura ici, comme on l’a 
eu pour la figure 90, 
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• i< 
'■05} l/. 


•l/- ' 


10*4-.^ -f- W ( 

4“ 2BC#CO«cosC ( 

4- 2 CD.DE.c 0 sD . , 

AB := 1 / < _j_ aDE.EA.cosE , 

» ’ i. 'j ' . 

2BC.DE.cos(C 4“ U) 

4 2 CD.EA.cos(D — E) 

+ 2BC.EA:cos(C'+ D 

On pourra de même snbstitoer au^ autres pro- 
blèmes généraux donnés précédertlmeijt^ des ^pro- 
blèmes plus généraux encor^f^^Il siiffira , pour y 
parvenir, de substituer au mot polygone ces mots: 
Système de plusieurs droites assujetties à se 
couper successivement, de manière que la der- 
nière vienne rencontrer la première à son ori- 
gine, et aux mots angles rentrants ou ^aÿlan^, 
ces mots angles de déviation positive, cya néga’ 

De cette manière , tous les problèmes dç^ la 
figure 88 pourront s’appliquer à la figure,, 94» et 
tous ceux de la figure 90 à la figure 96, qu’il 
soit besoin de multiplier inutilement les exemples ^ 
il sera seulement utile d’établir quelques règles 
générales auxquelles la diversité des cas peut 
donner lieu. 
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I ■ Il -f I 

, , Règ^ première. ^ . f. 

Quand les angles dé déviation n'cnlrcnl dans 
l’expression de la valeur d’une inconnue , que pur 
leur' cosinus^, le signe de ces angles est absolu- 
ment indiffèrent, puisque oos A s cos — A; niais' 
quand les’’ dcviatkois sei^ontt, les -sommes de plu- 
sieurs autres , il faudra conserver à chacune son 
signé ,^‘pliîSque cos(A-f-B) n’est pas la même 
chose que oos(A-pB)^ hous avon^deja vu unCj 
application de cette règle dans les deux exemples 
qui ont suivi le nouvel énoncé du premier pro- 
blème général. j f •- ■ • / 

»;| t ■ ■■ -u/i, VI • • ; r ^ ' 

. i Règle seconde. , . 

Quand les angles de déviation n’entrent que par 
leur sinus dans la valeur d’un côté ou d’un angle 
inconnu, le signe des déviations est encore in- 
différent, tant qu’on n’a pas à combiner par addi- 
tion des déviations de signe contraire , et les diffé- 
rentes hypothèses ne pourront changer que le 
signe du résultât; ce signe indiquera la direction 
du côté ou le sens de la déviation de l’angle confor- 
mément à l’hypothèse à laquelle on se sera arrêté, 
«c. 95, Pour foire une application de cette règle, sup- 
posons que AE, ED, DC et CB étant quatre che- 
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mios connus, par leur longueur et par les angles £, 

D et C qu’ils fornaen^,' ÎP làillc tracer un chemin 
qui jo^ne en ligne droite les points A et B. , 

Il est clair que toutiSe réduit à connaître Fan- 
gle CBA; or, on peut appliquer à celte question 
toutes les formuler qui so rapportent à la* fîg.igo, 
et on aura comme dai»< le problème XL »1 

, r t'iozti'" 1' . u> ♦> ' 

^ ' irSa (8-^ A) HO'* r. 

CD sin G *4" DEsin(C "!■ D E) 

BG + CD cosC 4- DE cos ('C -f- î>) + EA cosYc -f- D — E)*' 

’ f ! r*i.b C'î.tr: oh r tütijifrfq? 

Ayant regardé ici comme positive la i déviation?^ 
en C, et la déviation en B étant du même genre; ^ 
si la valeur de tang ABC est positive , l’angle ABC 
sera plus petit qu’un droit, et il sera plus grand 
si cette valeur est négative; ces résultat^ s’accor- 
dent avec ceux de la figure go. ^ ,, 

Nous supposerons , pour second exemple, que,,, 
dans le tracé du chemin demandé, on •veuille aller > 
de A vers B; il e^t clair. qu’il faut alors déterminer 
l’angle EAB. 4, d 

En appliquant ici la formule relaüvoà la figure 90* 
duproWémeXI, on aura > ‘'•'i * 1 » i • = 

il) .i'- . . ! , d • • ■ 

tang BAE = 

ED sin( — E) -I- DC sin (D — E) 4- CB. sin (,C -f- D — E) 

AE -f- ED cos E + DCTos (D — E) -f- CB cos (C + D — E> ’ 
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et, à la diflfêreDce de l’exemple précédent, l’angle 
BAE sera plus grand ou plus petit que go”, sui- 
vant que cette valeur de tang BAE sera positive ou 
négative; cette différence entre le résultat présent 
et celui de la figure go, tient à ce que, dans cette 
dernière , la déviation en A et la déviation en E sont 
de nature différente. , i . . 

On voit, I dans ces deux .exemples, qu’on peut 
également prendre en sens contraire les deux dé- 
viations en C et en E, en changeant tous les signes 
dans les expressions des angles soumis à la carac- 
téristique sin, c’est-à-dire en écrivant 

Mn( — C), •in( — C — D), sin ( — C — D-f-E), 

pour le premier exemple, et 

sioE, sin(E — D), sin(E — D — C), 

pour le second ; les tangentes prendront alors un 
signe contraire, ce qui est conforme à la nature 
des angles qui ont changé le sens de leur déviation. 

Règle troisième. ‘ ' 

• t * • ? ' ' . • . . 

Quand on considère ces systèmes de plusieurs 
droites , dans lesquels deux quelconques non con- 
sécutives se rencontrent , comme dans la figure g4 
où la ligne DC rencontre la ligne AB en x, et dans 
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la figure g 5 où la ligne DE rencontre de même la 
ligne AB en x, on ne doit pas appliquer la solution 
du quatrième problème général dans lequel on 
cherche l’aire , car au lieu d’avoir la somme des 
aires opposées au point de rencontre x on aurait 
leur différence ou le résnltat que l’on obtient lors- 
que de la somme des aires dans lesquelles les ^ dé- 
viations prises négativement répondent aux ao^es 
extérieurs des angles 8 aillans,''on> retPM)c^ -la 
somme de celles dans* lesqueffes lès ani^eSv exté- 
rieurs des angles saillans coïncident areo lès- ^ 
viations positives. Par exemple, l’expression l t 

i [BC.CDsinC+CD.DA.sinf— D) + BC.DA sin (C—D)], 

appliquée à la figure 94, indique la différence' des 
aires BCx et xDA. 

Mesure des Folygones au moyen une hase. 

Proposons-nous maintenant ces problèmes : 

, Étant donnés : un côté d'un polygone et les an- 
gles que fait ce côté avec les diagonales menées 
par ses extrémités et avec les côtés contigus; 
trouver la surface, les côtés et, les angles in- 
connus. • t 
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^ . . V _ • , .1 • » 

PROBLÈME I. 

• ; l,-* ' •' '0 ' u , ; * 

Trouver la surface. ' . r 

iHiisi-r; ’ « ’ ■ 

i.i >H.‘ i. ■ ' ‘ ’■ ‘ ■ 

■ SOLÜTIOK. 

■J tr‘. 'J .jU > :u. > » I ’o.’’ ’> ■ ' ■ • 

' On partagera id’abord lé'jioljrgonc en triangles 
qai aient toils^ leur somttiet^*à'î*üne des extrémités 
dû fcôté^ue Poh prend poU^ base. * 

\ CMr déterminera ensuîtfe ,^'par le moyen que nous* 
allcms enseigner tont à Theare, l’expression géné- 
rale de chacun de' ces triangles. 

•Enfin, on combinera ces triangles par addition 
ou ‘par soustraction, selon qu’il conviendra à la 
fîgére du polygone.’Tout cela va s’éclaircir par des 
exemples. 

- • Exemple I. 

^ Soit donnée, la .base AB du:>polygone ABCDEF 
dont tou^ les.an^es spnt saillans, et soient aussi 

• * I t * I 

donnes tous les anglesiqne ! font avec, cette base 
les deux côtés contigus AF , BC et les diagonales 
AC, AD, A£, BD, BE, BFj il suit immédiatement 
de là: 

i®. Que le polygone sera divisé én triangles BCD, 
BDE,BEF, BEA, qui auront tous leur sommet 
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eu B; ou bien en triangles ACB, ACD, AED, AFE 
qui auront leur sommet ea A..> ; 

a”. L’expression de la surface de l’un quelconque 
de ces triangles, du triangle BDE par exemple, 
s’obtiendra en multipliant la moitié du carré de la 

n.)T î* » » ^ 

base AB par une fraction dont le numérateur sera 
le produit des, s4iq?(,dcs. qptgks que foot avec la 
base AB et à,jl,’eft{',éu^t^.A>4'B ce|te:base qui n’est 
pas le sommet du triangle ,, les,^ diagonales PA,'EA 
qui, passent par dea)((.qngle$ 4u tri^ngle^iet dent 
le dénominateur sera le .produit des sinus des an- 
gles que font les mêmes diagonales DA,iEA;avec 
les côtés DB et £B , cette fraction étant encore 
multipliée par le sinus de l’angle que font entre 
eux les deux côtés , du triangle qui partent du 
point B; ainsi l’aire DBE sera . - » 


AB 


' sinDAB siii EAB 
sin ADB sin AEB 


sin DBE. 


Cette expression se- simplifie "'pour le triangle 
dont un des côtés est'^là bàse 'AB,^'^par exemple 

pour le triangle FBAj dOBIt l’aire”’ ’ ^ 

,i ) .tJ , 1/ 3 /n.A* 

* sînAFB 

i * 

s’obtiendra en multipliant la moitié du carréide AB 
par le produit des sinus des angles qui lui sont ad- 
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jaccns, et en divisant par le sinus de l’angle qui 
lui est opposé. 

. 3«. Ajoutant maintenant les aires des triangles 
BCDjBDE, BEF, BFA, on aura pour l’aire du 
polygone ABCDEF , 

sin CâBsîd DAB sin CRD 
sinACBsiaADB 

t 

sin DAB sin EAB sinDBE 
sioADBsikAEb 
sin EAB sin FAB sin EBF 
sin AÜB sin AFB 
sin FABstnFBA 
. sin AFB 

En ajoutant les triangles ACB, ADC, AED, AFE, 
on trouverait cette autre expression de la meme 
aire. 



i AB X 


sin 

+ 

+ 

+ 


CBAsinCAB 
sin BCA 

si n CBA sin DBA sin CAD 
sin BCA sin BDA 
sin D BA sin EBA tin DAE 
sin BDA sin BEA 
sin EBA sin FBA sinEAF 
sin BEA sin BFA 


I 
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Exemple II. 

Soit donnée la base du polygone ABCDEF dans tio. g?. 
lequel l’angle DEF est rentrant ; si de tous les an- 
gles de ce polygone on naéne au' point A les droites 
CA, DA, EA, et au point B les droites DB, EB, 

FBj l’aire du polygone sera la somme des aires 
CBD, DBE, EBF et FBA, ou l’excès fle la somme 
des aires CBA, DCA et FEA sur^l’àire EDA, en 
sorte qu’on aura pour l’expression d^ cette aire 

sin CAB . sin DAB . sin CBD 


4 AB X 


+ 


sinACB.sin ADB 

sin DAB . sin £AB . sin DBE 
sin ADB.sinAEB 

sin EâB . sin FAB . sin EBF 
sin AEB. sin AFB 

sinFAB.sinFBA 

sinAËB 


ou 


AB X 


sin CBA. sin BAC 

sinBGA , 

sin CBA. sin DBA sin CAD 
sin BCA. sin BD A 

sinDBA.sinEBA.sinDAE 
sin BDA . sinBEA 

sinEBA.sinFBA.sinEAF 
sin BEA. sin BFA 
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PROBLÈME 11. 

Trouver les côtés. 

SOLUTION. 

'g, se servira pour résoudre cette question des 

solutions 14 et 15 du Problème III du livre I. 

Par exemple , si l’on veut trouver le côté DE , 
il suffira de substituer dans les formules qui con- 
viennent à ces solutions les lettres D et E, aux 
lettres Z et X. 


PROBLÈME III. 
Trouver les angles. 

SOLUTION. 


Pour prendre un exemple, afin de mieux faire 
entendre la règle, supposons qu’on veuille avoir 
l’angle CDE; on déterminera d’abord les angles CDA 
et BDE au moyen des équations 


BÎa DAB 


sinCAB 

«iaAGB 


sin (DAB -f* CAB) 


sinBDA 


cosDAB- 


ginCAB 


cos (DAB + GBA) 
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sin DBA — «n + EAB) 

ïïTST? sinBEA 

tangBDE_^.^jj^g . sinEBA 

-: — *4* *-®* DBA+ -: — pj T v cos (DBA + EAB ) 
sinBDA^ ' SinBEA ' 


et si de la somme de ces deux angles on re- 
tranche l’angle BDA, la différence sera l’angle 
cherché CDE. 
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LIVRE CINQUIÈME. 

DE LA IHESimE DES SOLIDES. 

PROBLÈME I. 

Mesurer un Prisme ou un Cylindre. 

SOLUTION. 

On multipliera la base par la hauteur, le produit 
sera la solidité du prisme ou du cylindre. Soient b 
la base, a la hauteur et la solidité, on aura 

s =. ab, 

et cette formule sera encore vraie, quelle que soit 
l’inclinaison mutuelle des plans des deux bases, 
pourvu que par a on entende la portion de l’axe 
du cylindre comprise entre les deux plans, et par b 
l’aire de la section faite perpendiculairement aux 
arêtes. 

PROBLÈME II. 

Mesurer une Pyramide ou un Cône. 

SOLUTION. 

On multipliera la base par le tiers de la hauteur, 
le produit sera la solidité cherchée. Ainsi, en dési- 
gnant la base par 6, la hauteur par a et la solidité 
par s, on aura 

J = ^ ab. 
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PROBLÈME III. 

Mesurer un Tronc de Pyramide ou de Cône. 

SOLUTION. 

A. la somme des deux bases parallèles, on ajou- 
tera une base moyenne proportionnelle entre les 
deux premières , et le tiers du produit du résultat 
par la hauteur du tronc de pyramide ou de cône 
en sera la solidité. Soient B la base inférieure , h la 
base supérieure , et a la hauteur du tronc ; on aura 
pour la solidité cherchée 

\a{b + 

PROBLÈME IV. 

Trouver la Solidité d'une Sphère. 

SOLUTION. 

La solidité d’une sphère s’obtiendra en multi- 
pliant sa surface par le tiers du rayon. Soient r 
' le rayon de la sphère, c la circonférence d’un de ses 
grands cercles, ^ sa surface, le rapport de la cir- 
conférence au diamètre Ï=^=ff|= 3 ,i 4 i 59 a 653 6 , 
la solidité de la sphère sera 
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PROBLÈME V. 

Mesurer la solidité d’un Secteur de sphère. 

SOLUTION, 

On multipliera la surface du secteur par le tiers 
du rayon de la sphère, le produit sera la solidité 
cherchée. 

Soient R le rayon de la sphère , r celui du cercle 
qui sert de base au secteur, c=2'nrla circonfé- 
rence de ce cercle , la solidité du secteur sera 

§»Rs(i —y/i— _)r=|,rR5(i 

PROBLÈME VI. 

Mesurer la solidité d’un Segment de sphère. 

SOLUTION. 

On multipliera la surfece du segment par le tiers 
du rayon de la sphère, et on retranchera de ce 
produit la solidité du cône qui a pour base celle 
du segment et pour sommet le centre de la sphère ; 
la différence de ces deux solidités sera la solidité 
cherchée. 

^ient R le rayon de la sphère, r celui de la base 
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du segment et a sa hauteur, on aura pour l’ex- 
pression de sa solidité 

^ (3R - a) = ^ (3r* - «•). 

PROBLÈME VIL 

• i 

Mesurer une Pyramide au moyen de ses 
arêtes. 

SOLUTION. 

Soit ABCD la pyramide proposée ; en posant 

AB = b‘ BC = /, 

AC = c , CD = g , 

AD = d,. BD =ï k, 

on aura pour solidité de la pyramide, 

) ' + (c’ + rf* + /* + A* — 6» — g‘) 

+ (ô* + ^ -f- g* — c‘ — *•) 

4- (6* + c> + ^ — /’) 

__ A«c»/» — &*ri*A* — c’dV — Pe*k*. 

G)R0LLIURE I. 

Si l’on avait AB=AC, DB=DC, cette expres- 
sion de la solidité se réduirait à 
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en nommant A i’aîre du triangle ABD = ADC. 

G>kollaibe U. 

Si l’on avait AB = AC =± DB = DC , la solidité 
serait 

COROLLi.IRE III. 

Si l’on avait 

AB SS AC = AD, BC = BD = CD, 
la solidité serait 

CoROLUaRE IV. 

Enfin , si toutes les arêtes étaient égales , la so- 
lidité serait seulement 

rî(AB)V2. , 

Scolie. 

On peut se servir des formules précédentes 
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pour avoir promptement la solidité de certains 
polyèdres à faces triangulaires. Supposons, par 
exemple, qu’autour de AD comme autour d’un 
axe, on place des pyramides toutes semblables à . 
la pyramide ABCD qui a les conditions du corol- 
laire I ; on aura sur-le-champ la solidité de ce po- 
lyèdre en multipliant la formule du corollaire I 
par le nombre des pyramides. 

PROBLÈME VIII. 

Trouver V expression de la solidité d’une Py- 
ramide au moyen des trois arêtes et des trois 
angles plans qui forment un de ses angles 
solides. 

SOLOTIOK (l). 

Soit ABCD la pyramide donnée, et faisons 9*- 


AB = b. 

BAC = j9, 

AC = c, 

BAD — ÿ/ 

AD s= <f, 

CAD = r. 


(i) On peut Toir les de'tails de cette solution et de celle du 
problème précédent , dans les notes que M. Legendre a pla- 
cées à la suite de ses Éléments de Géométrie. 


Digitized by Google 



PROBLÈMES 

la solidilé cherchée sera 

5 bcd\/{i — cos*^— cos’ÿ— cos’r+i cos^cosycosr) 

= {bcd\/ [cos (r— />)— cosy][co83’— co8(r+^)] 

= j*c<^V'sinS8in(S — />)sin(S— j)sin(S — r), 

en représentant par S la demi-somme ^-±-i-±_T. 

a 

CoROLLAIHE. 

Si p=sqz=zr,la solidité sera 

g bcd \/(i — 3 cos* P -f. a cos^p) 

= g bcd ^/(I — cosp) (cosp — cos 3 y>) 

= 3 bcd v/sin — 

3 a 

PROBLÈME IX. 

Mesurer la solidité d'un corps qui a deux bases 
opposées ABCD^ abcd parallèles, dont tous les 
angles sont saillans et dont les quatre faces 
latérales ASïîâ , BCcb, CDdc, DAad sont planes 
et placées d'une manière quelconque. 

SOLUTIONS. 

Fio. 99. 1 . On mesurera dans la base deux angles op- 

posés B et D qui seront respectivement égaux aux 
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angles h et on mesurera aussi tous les côtés 
des deux bases et la hauteur du corps^ c’est-à- 
dire , la distance des deux bases parallèles , et en 
l’appelant P, on aura pour la solidité cherchée 

I P sin ABC [AB(BC -f- i bc) + ab {bc + i BC)] 

-f ^ P sin ADC [CD (D A -f ^ da) + cd {da i DA)] . 

Scolie I. 

Si l’on conçoit que la diagonale qui passe par 
les points a et c se meuve en s’appuyant sur les 
droites a A et cC, et en restant toujours dans un 
plan parallèle à celui des bases jusqu’à ce qu’elle 
soit arrivée dans la position AC, elle divisera le 
solide en deux parties ABCabc, ADCadc qui auront 
pour mesure de leur solidité: 

La première , 

^ P sin ABC [AB (BC -f i 6 c) 4- ab (bc i BC)] , 
et la seconde, 

' P sin ADC [CD (D A + ^ da) -{- cd (da -f- \ DA)] . 

Si les droites Aa, Ce, ne sont pas dans un même 
plan, la surface décrite par le mouvement de la 
diagonale ac ne pourra pas être contenue dans un 
plan, et sera du genre de celles qu’on appelle 
ç/ies. Cette solution nous donne donc le moyen de 
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mesurer la solidité d’une espèce de pyramide 
triangulaire tronquée qui a deux bases ABC, abc 
parallèles, deux faces planes AB6a, CB&c, et une 
troisième &ce ACca plane ou gauche, mais telle 
que les plans parallèles aux deux bases la coupent 
toujours suivant une ligne droite : la solidité de 
cette espèce de pyramide a pour expression la 
première des deux formules précédentes. 

Scolie IL 

Si deux angles solides tels que a e\. h coïncident, 
et par conséquent si les deux faces AB^a, dcha 
deviennent des triangles , il suffira pour avoir l’ex- 
pression du solide de faire dans l’expression géné- 
rale ab = o, ce qui la réduira à 

^P6mÀBC.4B(BC + i6c). 

Scolie III. 

Si les trois angles a, 6, c se réunissent, auquel 
cas toutes les faces du solide ABCabc deviennent 
des triangles et le solide une pyramide triangu- 
laire ayant la ligne P pour hauteur et le triangle 
ABC pour base , il faudra , dans l’expression gé- 
nérale trouvée plus haut , faire 

ab = 0, bc = O, 
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ce qui donnera , pour l’expression du solide dans 
ce cas particulier, 

g PsinABC.ÀB.BD, 

ou, comme l’a déjà enseigné le problème II, 

f.P.B, 

B étant égal à 

g BC. AB.sin ABC, 

et désignant l’aire du triangle ABC. 

2. V'oyez le scolie du problème XI. 

PROBLÈME X. 

Mesurer la solidité d'un corps dont la hase a 
un angle rentrant DCB , mais qui a d’ailleurs 
toutes les conditions du problème précédent. 

SOLUTIONS. 

1 . Si l’on mesure, comme dans la première 
lution du problème XI, deux angles saillants de la 
base, tels que ADC et ABC, et qu’on appelle P la 
distance des deux bases parallèles, la solidité cher- 
chée aura pour expression la formule du problème 
précédent. 

2. Si l’on mesure deux angles opposés, l’un DAB 
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saillant et l’autre DCB rentrant, l’expression de la 
solidité ne différera de celle trouvée précédemment, 
qu’en ce que le sinus de l’angle rentrant sera néga- 
tif, c’est-à-dire qu’elle sera 

^ P sin DAB [DA (AB i at) -4- 4- i AB)] 

— ^ P sin DCB [DC (CB -f. i ci) -f de (cb i CB)] . 

3 . ployez le scolie du problème XI. 

Scolie. 

11 était indifférent dans les problèmes précédents 
de prendre dans le polygone ABCD (fig. 99), un 
angle ABC ou son supplément , parce que cet angle 
n’entre dans le résultat que par son sinus qui est 
le meme pour un angle et pour son supplément. 
Dans les problèmes suivants, quand on désignera 
par une lettre un angle d’une base, par exemple, 
par B l’angle B de la base ABCD, il faudra toujours 
entendre, comme dans la polygonométrie plane, 
le supplément de l’angle ABC ou la déviation du 
côté AB au côté BC. Au reste , nous n’aurons jamais 
occasion d’employer que les angles plans des bases 
opposées et parallèles. 
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PROBLÈME XI. 

Mesurer la solidité d'un corps qui a deux ba- 
ses opposées ABCD, abcd parallèles et à angles 
saillants, trois faces latérales ASba , BCch , 

CDdc planes et disposées d'une manière quel- 
conque, et une quatrième face latérale ADda 
plane ou gauche , mais, dans tous les cas, 
telle que les sections faites dans le corps pa- 
rallèlement aux hases, la coupent suivant une 
ligne droite. 

SOLUTION. 

En appelant P la hauteur du corps ou la dis- fic. 99. 
tance des deux bases parallèles , on aura pour la 
solidité cherchée 

iPsmB[AB(BC + iic)-f-flô(ic-f iBC)] ' 
ç Psin C fBC ( CD-^ -J ôc CD)J 

+ J P sin (B + C) [AB (CD + icd) + aà(cd-^i CD)] . 

Scolie. 

On voit facilement que lorsqu’on suppose plane 
la face ADda, cette solution appartient aussi au 
problème IX. 

Si l’angle DCB était rentrant, il suffirait d’écrire, 
dans la formule précédente, — C au lieu de+C, 
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et la formule ainsi changée résoudrait encore le 
problème X, dans lequel on a supposé plane la 
face ADda. 

PROBLÈME XII. 

Mesurer la solidité d’un corps formé par deux 
bases parallèles ABCDE, abcde, et par des 
faces planes disposées d’une manière quel- 
conque autour des côtés de ces hases. 

60LOTIOBS. 

Fio. loi. 1 . On supposera le corps divisé en deux par- 
ties f par une diagonale , telle que ad qui glisse le 
long des deux arêtes Aa, De?, en restant toujours 
dans un plan parallèle aux bases 5 et en désignant 
alors par P la hauteur du corps, on aura pour 
mesure de la solidité de la portion AEDeda, l’ex- 
pression 

I PsinE [AE(ED -1-; ed)-4-fle(e<f-f-iED)] , 

et la formule du problème XI sera l’expression de 
la solidité de la partie AËCDdcha. 

2. Voyez la solution du problème XIII. 

Scolie. 

Si les polygones parallèles entre lesquels le 
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corps est compris avaient des angles saillans, il 

t 

faudrait afiècter du signe — les supplémens de 
ces angles. 

PROBLÈME XIII. 

Mesurer la solidité d’un corps qui a deux ba- 
ses parallèles ABCDE, abcde, et toutes les 
faces environnantes planes et placées d’une 
manière quelconque, à V exception cependant 
de Vune d’elles AEea, par exemple, qui est 
gauche, mais telle que tous les plans menés 
dans le corps parallèlement aux deux bases, 
la coupent suivant des droites. 

SOLUTION. 

En désignant par P la hauteur, on aura pour la 
solidité 

sinB[AB(BC+ièc)+a6(ic-f.iBC)] 
sin G [BC (CD + 1 cd) + èc (cd+ iCD)] 
sin D [CD ( DE + i de) 4 . cd(rfe + i DE)] 
sin(B+C)[AB(CD4icd) + ai(cd4iCD)] 
sin (C + D ) [ EC ( DE 4-i de) + Ac î DE)] 

sin (B 4 C4 D) [AB (DE 4 i de) + fli (de + i DE)]. 
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Scolie I. 

S’il y avait des angles rentrants, il faudrait leur 
donner le signe — . 


Scolie IL 

Si deux angles voisins coïncidaient , il faudrait , 
dans la formule , égaler à zéro le côté qui leur 
est contigu. 

Scolie III. 

Ces exemples fournissent la règle qu’il faudra 
suivre dans tous les cas où le nombre des angles 
sera plus grand. On combinera les formules des 
exemples précédents avec celles que fournit la 
polygonométrie, pour avoir la surface des deux 
bases parallèles, et on aura facilement la solution 
du problème général suivant. 
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PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Exprimer immédiatement la solidité d'un corps 
quelconque qui a deux hases parallèles , et 
toutes les faces environnantes planes et pla- 
cées d'une manière quelconque j à l'exception 
d'une seule qui est gauche , mais qui peut 
toujours être coupée suivant une ligne droite 
par les plans menés parallèlement aux bases. 

soitJTiorr. 

On trouvera par la polygonométrie plane l’ex- 
pression de l’aire des bases au moyën des côtés et 
des angles, en n’y faisant entrer ni le côté qui se 
trouve sur la &ce gauche ni les deux angles qui 
lui sont adjacens. 

A la somme de ces bases, on ajoutera la somme 
des autres bases planes, en formant chacune d’elles 
des deux premières, dans l’expression desquelles 
on substituera dans chaque produit de deux côtés, 
au lieu du deuxième côté pris dans la même base, 
la moitié du côté analogue pris dans l’autre base. 

On multipliera enfin la somme de toutes ces bases 
par le tiers de la hauteur du corps, le produit sera 
l’expression du volume cherché. 
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Scolie I. 

Si toutes les faces latérales étaient planes, on 
pourrait rendre le calcul plus simple, en concevant 
le corps partagé en deux parties par le mouvement 
d’une diagonale qui divisant les bases parallèles en 
deux polygones d’un même nombre de côtés, ou 
de deux nombres de côtés qui ne différeraient entre 
eux que d’une unité, glisserait le long des deux 
arêtes qui la rencontrent en restant continuelle- 
ment dans un plan parallèle aux bases ; on aurait 
alors deux corps tels que celui que l’on considère 
dans le problème précédent ; on pourrait donc ex- 
primer séparément leurs volumes, et la somme 
de ces volumes partiels fournirait pour le volume 
cherché une expression plus simple que si le corps 
n’eût pas été ainsi divisé. Nous avons donné plus 
haut pour les polygones plans une règle sembable. 

Scolie IL 

Ou peut encore étendre ce problème à un po- 
lyèdre quelconque. Pour y parvenir : 

On supposera d’abord le polyèdre placé sur une 
de scs faces comme base. 

Par les sommets de tous les angles solides , on 
mènera des plans parallèles à cette base. 
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Par là, le polyèdre sera divisé en d’autres po- 
lyèdres dont chacun satisfera aux conditions du 
dernier problème général. Mesurant donc séparé- 
ment la solidité de chacun d’eux et feisant leur 
somme, on aura la solidité d’un polyèdre d’un 
nombre quelconque de faces toutes planes, mais 
d’une figure quelconque. 


FIN. 
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